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АННОТАЦИЯ 


Книга Цявя «Техническая кибернетика» является первой выпу- 
скаемой на русском языкс монографией по новому разделу науки— 
кибернетике, Кибернствка—наука о построении систем из механи- 
ческих и электрических компонентов для осуществления устойчивых 
целенаправленных действий. Книга рассчитана из широкие круги 
инженеров, интересующихся теорией этих вопросов, а также на на- 
учных работников и студентов старших курсов технических вузов. 


Редакция литературы по математическим наукам 
Заведующий редакцией профессор А, Г. КУРОШ 


ПРЕДИСЛОВИЕ 
РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 


Последние годы характеризуются ярко выраженной тен- 
денцией к созданию единой теоретической базы для огром- 
ного комплекса наук о передаче и преобразовании сигна- 
лов в целях связи и управления. Эту общую теоретическую 
базу называют по-разному: «теория систем управления», 
«общая теория информации», «общая теория связи», «тех- 
ническая кибернетика», «общая техпнческая динамика» 
ит. д. Пути к этой новой, далеко еще не созревшей науке 
идут от теории связи, теории вычислительных устройств, 
теории автоматического регулирования и ряда других дис- 
циплия. В книге Цяня «Техническая кибернетика» но- 
вая теория строится путем систематического обобщения 
задач автоматического регулирования. Поэтому она пред- 
ставляет наибольший интерес для специалистов по автома- 
тическому регулированию. 

Первые главы книги посвящены известным разделам 
теории регулирования и могут раесматриваться как введе- 
ние в теорию. Однако уровень сложности и оригинальности 
изложения быстро возрастает вместе с последовательным 
обобщением задач. В последних главах кратко рассмотрены 
некоторые новые направления и поиски возможных новых 
общих путей развития автоматических систем. 

В кңиге систематизирован большой материал, содер- 
жащий много интересных результатов, примеров и идей, 
зричем использована обширная литература. Для удобства 
читателей в примечаниях к переводу добавлены ссылки на 
некоторые советские работы и учебники по автоматике. 


А. А. Фельдбаум. 


ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА 
К РУССКОМУ ПЕРЕВОДУ 


Выпуск русского издания моей кпиги «Техническая ки- 
берпетика», несомненно, сделает ее содержание более доступ- 
ным болыпому и важиому отряду ученых и инженеров 
современности-—ученым и инженерам СССР. Я очень сча- 
стлив, что это случилось. Это произошло годаря уси- 
лиям д-ра Фельдбаума и Издательства илостранлой литера- 
туры. Д-р Фельдбаум добавил также библиографию работ 
советских ученых, а Издательство дало мие возможность 
внести пекоторые испразления в русское издание. Го и дру- 
гое улучшает книгу. Поэтому я хочу посгользоваться этим 
случаем и выразить мою искреннюю благодарность д-ру 
Фельдбауму и Издательству. 


Июль 1956 г. Автор. 


ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА 


Знаменитый физик и математик А. М. Ампер ввел слово 
кибернетика (сфегабИчие) как термин, определяющий нау- 
ку об управлении государством (часть И труда «Евѕаі зиг 
за. рВИозорШе дез ѕсіепсез», Рагіѕ, 1848). Грандиозная схема 
политических наук, построенная Ампером, не претвори- 
лась в жизнь и, возможно, пе претворится никогда, Тем вре- 
„менем конфликты между правительствами, сопровождаемые 
применением силы, в значительной мере ускорили разви- 
тие другой ветви науки науки о регулировании и управле- 
нии механическими и электрическими системами. И поэ- 
тому то обстоятельство, что Винер заимствовал это слово 
Ампера, окрестив им науку, столь важную для современ- 
ной военной техники, носит, возможно. иронический отте- 
нок. «Кибернетика» Винера (Суһетпе[ісѕ ог соп{го! апа 
сотититісаііот іп с апыпа| апі {ће таѕһіпе, Мех ҮогК, 
1948) является паукой о построении систем из механических 
и электрических компонентов для осуществления устой- 
чивых целенаправленных действий, Отличительной чертой 
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этой новой науки является полное отсутствие соображений, 
связанных с рассмотрением энергии, тепла и коэффициента 
полезного действия, столь важных в других естественпых 
науках. По существу, главное внимание в кибернетике на- 
правлено на качественные сторопы взаимодействий между 
различными компонентами системы и на поведение всей 
системы, обусловленпое этими взаимодействнями, 

Цель книги «Техническая кибернетика» состоит в изу- 
чении тех областей обширной науки, именуемой киберне- 
тикой, которые имеют непосредственное техническое при- 
менение для разработки регулируемых, или управляемых 
систем. Эга книга содержит, конечно, те матерналы по 
данной теме, которые обычно рассматриваются в руковод- 
ствах по следящим системам. Но больший охват материала 
является лишь одним из различий между технической ки- 
бернетикой и прикладной теорией следящих систем. Более 
тлубокое—и поэтому более важпое—различие заключается 
в том, что техническая кибернетика представляет собой 
техническую науку, тогда как прикладиая теория следящих 
систем представляет собой техническую практику. 

Техническая наука имеет своею целью систематизировать 
принципы расчетов, примепяемых в технической практике, 
чтобы построить единую научную дисциплину и тем самым 
выявить сходные черты в различных областях технической 
практики и показать мощь осиовных понятий. Короче 
говоря, в технической пауке преобладает теоретиче- 
ское исследование и очень часто применяются сложные 
методы математического анализа. Это отчетливо выступаег 
уже при беглом просмотре содержания настоящей книги. 
Зато здесь почти не рассматриваются подробности конструк- 
тивного осуществления и проектирования компопентов си- 
стем, которые служат реальным приложением теории, и не 
приводится данных о конкретных устройствах. 

Что же оправдывает это разделение теории и практики? 
В свете самого существования различных инженерных наук 
и их современного бурного развития такое оправдание едва 
ли является необходимым. Больше того, можно привести 
конкретный пример: механика жидкостей существует как 
инженерная наука отдельно от практики инженеров, ра- 
ботающих в области аэродинамики, гидравлики, метеороло- 
тии и других отраслей техники и пользующихся резуль- 
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татами исследований в области механики жидкостей в своей 
повседневной работе. В самом деле, без механики жидко- 
стей понимание закономерностей сверхзвуковых потоков 
и их применение, несомненно, были бы сильно задержаны, 
чтобы не сказать больше. Поэтому образование техниче- 
ской кибернетики как технической науки оправдывается 
тем обстоятельством, что более широкий взгляд на пред- 
мет при систематизации рассмотрения часто может привести 
к новым и плодотворным методам подхода к старым задачам 
и открыть новые неожиданные перспективы. В настоя- 
щее время, когда существуют разнообразные применения 
техники автоматического регулирования и управления, 
вполне целесообразна попытка охватить все возможности, 
заложенные в этой новой науке, путем осмысленного обо- 
зрения всей ее области. 

Поэтому рассуждения в области технической кибернетики 
должны с разумной степенью общности охватить все 
стороны науки, от которых можно ожидать технических 
приложений; в частности, не следует избегать какой-либо 
темы только по причине трудностей математического харак- 
тера. Это тем более справедливо, что математические труд- 
ности всякого исследования обычно носят совершенно искус- 
ственный характер. При небольших изменениях в толкова- 
нии материала изложение в общем случае можно упростить 
до уровня сложности, приемлемого для инженера-иссле- 
дователя. Математический уровень данной книги отвечает 
познаниям студента, изучивщего обычный курс ма- 
тематичеёкого анализа. Для понимания изложения необхо- 
димо звание теории интегрирования функций комплексной 
переменной, вариационного исчисления и обыкновенных 
дифференциальных уравнений, С другой стороны, мы не 
проводим строгих и изящных математических доказательств 
там, где достаточны эвристические соображения. Для спе- 
циалиста-практика в области электроники трактовка, дан- 
ная в книге, должна показаться чрезмерно «академичной», 
но для математика, интересующегося этой областью, она 
может показаться любительской. И если вся критика по 
адресу настоящей книги сведется только к этим замечаниям, 
то при всем их значении автор будет считать, что он не 
потерпел неудачи в выполнении поставленной перед собой 
задачи, 


Глава 1 


ВВЕДЕНИЕ 


Рассмотрим систему с одной степенью свободы, т. е. систе- 
му, физическое состояние которой можно охарактеризовать 
с помощью одной переменной у. Поведение такой системы 
описывается функциональной зависимостью переменной у 
от времени {. Для определения поведения системы или функ- 
ции у( необходимо зпать структуру этой системы и свой- 
ства отдельных ее элементов. Эти сведения о системе вместе 
с использованием основных физических законов, переведен- 
ные на язык математики, доставляют уравнение для вы- 
числения функции у(№, которое может быть интегральным 
или интегродифференциальным, но весьма часто является 
дифференциальным уравнением, притом обыкновенным, 
так как здесь имеется только одна независимая переменная— 
время #. 

Дифференциальное уравнение называется линейным, 
а система, описываемая дифференциальным уравнением, — 
линейной системой, если каждый член этого уравнения 
содержит самое большее только первую степень зависимой 
переменной у или ее производной по времени. В состав 
этого уравнения не должны входить более высокие степени 
у или смешанные произведения у и ее производных. В про- 
тивном' ‘случае дифференциальное уравнение называется 
нелинейным, а система, описываемая таким уравнени- 
ем,— нелинейной системой. Линейные системы можно, 
далее, разделить на системы с постоянными коэффициентами 
и системы с переменными коэффициентами. В системах с по- 
стоянными коэффициептами в качестве коэффициентов в 
членах дифференциального уравнения, описывающего си- 
стему, служат постоянные, не зависящие от времени. В си- 
стемах с переменными коэффициентами коэффициенты яв- 
ляются функциями от &, 
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Приведенная здесь классификация типов дифферен- 
циальных уравнений оправдывается тем, что характер 
решения уравпения и тем самым поведение системы 
тесно связаны с типом описывающего ее дифференциаль- 
пого уравпения. Больше того, тип дифференциального 
уравнения определяет само существо вопросов, которые 
логически можно задавать относительно дапной системы. 
Другими словами, тип дифферелциального уравнения пред- 
определяет и надлежащий путь решения технических задач, 
связанных с системой. Мы увидим это далее. 


1. 1. Линейные системы с постоянными коэффициен- 
тами. Рассмотрим простейшую линейную систему — систему 
первого порядка. Это означает, что система описывается 
линейным дифференциальным уравнением первого порядка 
с постоянными коэффициентами. Если система свободная 
и не находится под действяем «вынуждающих функций» 
(«Тогсе@ ѓипсіїопѕ»), то ее дифференциальное уравпение 
можно записать в виде 


Зву =0, (1.0 


где действительную величину № можно назвать упругой 
постоянпой. Еслн у не меняется с течением времени, 
44/4 равпо нулю, и из уравнения (1.1) следует, что у = 0. 
Таким образом, установившемуся, или равновсеному, со- 
стоянию системы отвечает значение у = 0. 

Решением уравпепия (1.1) служит функция 


у=", (1.2) 
тде У, — начальное значение у, т. е. 
900) = 95. (1.3) 


Следовательно, величина у, представляет собой начальное 
отклонение от равновесного состояния системы, Трафик 
на фиг. 1 иллюстрирует поведение системы при {>> О как 
при положительном, так и при отрицательном #. 

Из вида кривых следует, что при & > 0 величина у 
убывает с течением времени и при неограниченном возра- 
стании времени у -> 0. Поэтому при #>0 отклонение 
системы от равновесного состояния в копце концов прак- 
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тически обратится в нуль и, следовательно, систему 
можно пазвать устойчивой. В случае В < 0 отклонение 
системы от положения равновесия увеличивается с тече- 
нисм времени, и в конце концов оно станет значитель- 
ным, каким бы малым ни было начальшое отклонение: 
система, однажды откловившаяся от этого положения, 
никогда уже к нему не 

вернется. Такие системы, 4 

следовательно. неустойчи- 


вы. к<0 

Системы более высо- у, 
кого порядка описываются к>0 
дифференциальными урав- 
нениями, содержащими 6бо- 1 
лее высоһие производные. Фиг, 1 


Система п-го порядка опи- 
сывается дифферепцвальным уравнением 


ату балу, ! 
на ала оу = 0. (1-4) 
В физических системах коэффициенты а, ..., ау Дей- 


ствительны. Решение уравнения (1.4) имест вид 


и) иле" зи (8, 4), (1.5) 
Е 


где величины 2, в; — велествеппые и зависят от коэф- 
фициентов а,_;, ,..,а,, а величины Ф; представляют собой 
начаяьпыс фазы. Движеняе системы устойчиво лишь в том 
случае, когда все а, отрицательны. Если хоть одна из 
этих величий положительна, то отклонение системы от 
состояния равновесия в конце концов будет возрастать 
неограниченно и, следовательно, система будет неустой- 
чивой. 

Примеры, разобранные выше, показывают, что при 
рассмотрении линейной системы с постоянными коэф- 
фициептами главным вопросом является вопрос об устой- 
чивости. Едва ли требуется отмечать, что в технических 
расчетах обычно ставится цель обеспечения устойчивости 
системы. На вопрос же о том, будет ли система устой- 
чивой или пет, можно ответить, коль скоро известны коэф- 
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фициенты дифференциального уравнения. В случае про- 
стой системы первого порядка, определяемой уравнением 
(1.1), существенен лишь знак коэффициента #. 


1, 2. Линейные системы с переменными коэффициен- 
тами. Если рассматриваемая система содержит перемен- 
ный параметр, то ее установившееся равновесное состояние 
можно изменять путем изменения этого параметра. Поэтому 
естественно ожидать, что коэффициенты линейного диф- 
ференциального уравнения, описывающего эту систему, 
также являются функциями от этого параметра. Напри- 
мер, аэродинамические силы, действующие на самолет, 
„суть функции его скорости. Если скорость самолета 
меняется (в процессе ускорения или замедления его 
полета), происходит соответетвепное измепение азродина- 
мических сил, между тем как параметры самолета, харак- 
теризующие его инерцию, остаются практически неизмен- 
ными. Вследствие этого основное дифференциальное урав- 
нение, служащее для вычисления возмущенного полета 
самолета по отношению, например, к горизонтальному 
полету, будет уравнением с переменными коэффициентами. 

Вернемся к простому примеру системы первого порядка, 
описываемой уравнением (1.1). Пусть упругая постоян- 
вая Ё является функцией скорости самолета; если самолет 
движется с постоянным ускорением а, то ё представляет 
собой функцию величины в=а!. Таким образом, диф- 
ференимальное уравнение принимает вид 


49 ебу, (1.6) 


а его решение определяется интегралом 


а 
А 
Шиа {04 (1.7) 


где и, — начальное возмущение.’ Если #ё всегда остается 
положительным, то Іп (9/9,) всегда будет отрицательным 
и с течением времени этот логарифм будет возрастать 
по абсолютной величине, оставаясь отрицательным. Сле- 
довательно, у всегда будет меньше и, и в конце концов 
(практически) обратится в нуль. Таким образом, в этом 
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случае система устойчива. Если А всегда отрицательно, 
то ш(у/уо) остается положительным и с течением времени 
возрастает. Следовательно, у со временем сделается весьма 
большим, даже если начальное отклонение у, очень мало. 
В этом случае система неустойчива. Отметим, что указан- 
ные здесь характеристики линейной системы с перемен- 
ными коэффициентами, остающиеся всегда положительными 
или отрицательными, весьма похожи па соответственные 
характеристики систем с постоянными коэффициентами. 


| 


Коб) 


„Неустойчивая“ 
Зона 


Фиг. 2 


Представляет интерес тот случай, когда & принимает 
как положительные, так и отрицательные значения. Пусть 
& (а) сначала положительна, затем отрицательна, а потом 
опять положительна. Обозначим первый нуль функции № 
через п, = ай, а второй — через и, = аѓ,. Тогда, согласно 
предыдущему, система должна быть неустойчивой в зоне 
изменения” скорости от и; до и, (фиг. 2). Пусть унив — 
минимальное значение у, а умах — его максимальное значе. 
ние. Тогда равенство (1.7) дает 


ГА 


И а вух 
== И {кол (1.8) 


р 


ая 2 1. ) ве. (1.9) 
8 


Е 
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В технической задаче первостененное значение имеет 
вопрос: как велико ушах? Не становится ли Имах настолько 
большим, что система уже не сможет отвечать заданным 
требованиям? Чтобы ответить на этот вопрос, необходимо 
знать, помимо функционального выражения зависимости & 
от и, еще два параметра: величипу а ускорспия и вели- 
чину ў начального отклонения. Шри любом заданном а 
величина ушах пропорциональна и,. Но еще более важлое 
свойство заключается в том, что при всяком заданном 
начальном отклопепии максимальную величину Ушах ОТКЛО- 
нения системы от равновесного состояния можно в значи- 
тельной мере спизить путем увеличения ускорення а, как 
это следует из равепства (1.9). Последпее свойство озна- 
чает, что нежелательные явления в системе можно сде- 
лать менее заметными при возможно более быстром про- 
хождении «неустойчивой» зоны. 

Таким образом, в более общем случае линейной системы 
с переменными коэффициентами простой вопрос об устой- 
чивости пе имеет определепного смысла. Большее значе- 
ние имеет вопрос о критерии, выполнепие которого обу- 
словливало бы удовлстворительную работу системы при 
заданных начальных возмущепиях и других условиях. 
В рассмотренной системе первого порядка таким крите- 
рием качества работы системы служит величина утах; задан- 
ное возмущение равно у, а другие условия сводятся 
к заданию ускорения а. Таким образом, переход от систем 
с постоянными коэффициентами к системам с переменными 
коэффициентами приводит к значительному изменению, 
самого характера задачи *). 


1.3. "Нелинейные системы. Если в простой системе 
первого порядка, описываемой дифференциальным уравне- 
нием (1.1), упругая постоянпая А является функцией 
от самого отклонения у системы, то это уравнение имеет 


1) С этим положением нельзя полностью согласиться, так как 
и в случае систем с постоянными коэффициентами большой интерес 
представляет не только асимптотическая устойчивость, нои максимум 
отклопения, время затухания переходного процесса и другие усло- 
вия, обычно называемые условиями качества регулирования, — рим. 
ред. 
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вид 
5% РШ) = (1.10) 


где Р) = (0). е что это дифферепциальное 
уравнение — нелинейное. Система, описываемая уравнением 
{1.10), представляет собой, таким образом, простейший 
пример нелинейной системы. Иптегрируя это уравнение, 
можно найти его решение #{!) из соотношения 


-\9; (8 


зо 


тде, как и выше, У — пачальное отклонение. 
С другой стороны, повторно дифференцируя обе части 
уравнения (1.10), получаем 


азу ај ёу (1.19) 


а 

05 ау о, 

Таким образом, если число у, является нулем фупк- 

ции (0) и (0) регулярна при ў =, т. е. если произ- 

водные всех порядков от функции (и) принимают при 

у= уу конечные значения, то из уравнений (1.10) и (1.12) 
вытекают равенства 


ЈА 


у 


= . =0 при и=у,. (1.13) 


Эти равенства означают, что переменная у асимптоти- 
чески приближается к значению ў. Действительно, если 
ий и у) > 0, то у достигает у, лишь при 
>. Если же < и, то (0) < 0 и у опять-таки 
достигает у, при #—> со"). Таков же характер приближе- 


1) Моливировка автора неясна, однако утверждение верно. Так, 
если аи НС Съ ал (7 01)—...), где Сьз0, ЕЛ, то из равен: 
ства (1.11) видно, что при 9-21 вдет себя в основяом как интеграл 

у 


Сай 
—\} сур т 6 5200. — Прим, ред 
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ния у и к остальным нулям функции (й) (фиг. 3) 1). 

Если величина начального отклонения совпадает 
с одним из нулей функции (4), то это значение у будет 
с течением времени сохраняться неизменным. Таким обра- 
зом, значения у, представляющие собой нули функции } (и), 
соответствуют положениям равновесия. При Ф /4у2> 0 
в окрестности некоторого нуля, например у, на фиг. 3, 
малые отклонения системы от этого равновесного положе- 
ния с течением времени затухнут и система в конечном 


У 


Фиг. 3 


счете вернется к исходному состоянию; в этом случае 
можво сказать, что система обладает устойчивостью по 
отношению к малым возмущениям в у,. Если же ѓу < 0 
в окрестности некоторого нуля, например у, на фиг. 3, 
то’малейщее отклонение от соответствующего положения 
равновесия заставит систему перемещаться в направлении 
одного из двух соседних равновесных положений, опре- 
деляемых координатами у; или у, на этой фигуре. Таким 
образом, состояние равновесия системы, определяемое 
координатой џ,, неустойчиво. 

Мы убедились, насколько сложно ведет себя даже 
очень простая нелинейная система, описываемая уравне- 


1) Сы. также [1), гл. ІУ, $5 «6. — Прия. перев, 
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нием (1.10). Система может обладать в зависимостн от дан- 
ного состояния как устойчивостью, таки пеустойчивостью. 
Следовательно, для таких систем совершепно бессмысленно 
ставить общий вопрос об устойчивости"); вместо этого 
каждую конкретную задачу падо рассматривать в отдель- 
ности. 


1.4. Инженерное приближение задачи. Почти оче- 
видно, что любая физическая система при ее тщательном 
исследовании всегда окажется нелинейной. Говоря о си- 
стеме, как о линейлой, мы имеем в виду лишь то обсто- 
ятельство, что эту систему можно с достаточной точно- 
стью апироксимировать линейной системой. Попятие же 
достаточной точпости определяется в следующем смысле: 
отклопенме системы от ее линейного приближения па- 
столько мало, чго в рассматриваемой задаче влияние ее 
нелинейных свойств пе является существенным. Таким 
образом, для отпесепия данной системы к классу липей- 
ных или пелинейних систем необходимо исходить из точно 
сформулированных условий, при которых рассматривается 
эта система. Общего же абсолютного критерия не суще- 
ствует *). ь 

Такое же заключение можио высказать по отношению 
к задаче о классификации линейных систем па системы 
с постоянными коэффициентами и системы с переменными 
коэффициентами. Обратимся к прослым примерам си- 
стем, описывасмых уравиениями (1.1) и (1.6). Если 
ускорепие а отепъ мало, т. е. скорость почти посто- 
янна, то, как следует из (1.8), величина іа во мпого 


1) Как известно, для самых общих случаев повятню уелюйчи- 
восун может бы:ь дан совершенно опрблеленлый смысл Такой 
смыел имеет усзюйчивомь по Лянупову и другие родственные и близ- 
кие этому понятия (ск. [2—4). — Прим. ред. 

8) Например, если нас ивтересует асичптотическая устойчивость 
некоторого услановньшегася сосояния нелинейной системы по олно- 
шению к досталочно мамам начальным возмушенеях, то, по тсореме 
А. М, Лягувова [2—4] сб усзоичивости по первому приближению, 
исходную систему можно при определенных услолиях аппроксими“ 
ровать липейной. Бели жо стамаки задача о разыскаиии авзоколе- 
баний, 10 пелипейностью пренебрегать нельзя, как бы мала она вн 
была, +00 такое пренебрежение уничтожит физическую (и математи. 
ческую) основу, обуслозлившощую позможноеь установления авло- 
колебаний. — ри. перев. 


2 Цань-Сюэ-Сънь 
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раз меньше величины у, начального отклонения и пере- 
менная у примет значение у» при очень большом 
значении Ё. Поэтому поведение системы в течепие неко- 
торого конечного промежутка времени весьма схоже с 
поведением системы, описываемой уравнением (1.1) при по- 
ложительном ё. Следовательно, эту систему с перемен- 
ными коэффициентами при определенпых условиях можно 
с достаточной точностью аппроксимировать системой с 
постоянными коэффициептами, 

Едва ли следует отдельно отмечать, что линейные си- 
стемы с постоянными коэффициентами оказываются паи- 
более легкими для исследования. К счастью, под катего- 
рию линейпых систем подпадает очень большое число 
реальных систем, встречающихся в технике, при соответ- 
ствующих условиях «технической аппроксимации». Именно 
по этой причине панбольшее развитие получила та область 
теории устойчивости и автоматического регулирования, 
которая ограничивается линейными задачами. В действи- 
тельности современная теория следящих систем охватывает 
почти исключительно линейные задачи !). Поэтому мы 
начнем с рассмотрепия линейных систем с постоянными 
коэффициентами. У 


1) Следует отметить, что за последние годы число исследований 
по нелинейным системам регулирования и нелинейным следяшим си- 
стемам (не говоря 0б общей теории устойчивости и нслниейных 
колебаний) значительно возросло. См., например, [5—9]. — Прин, 
перев. . 


Глаза П 


МЕТОД ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 


х 


Для нахождения решений линейных дифферсициаль- 
ных уравнений с постоянными коэффициентами, в которых 
независимым перемепным служит время #, особенно поле- 
зен метод, основанный на применении преобразования 
Лапласа. Разумеется, эту задачу можпо решить и многими 
другими способами; одпако метод преобразования Лапласа 
в большей мере подходит для инженеров-исследователей 
благодаря тому, что упомянутый метод сводит все про- 
блемы к единой основе. Процесс пахождения решения 
стандартизирустся, что делает возможным общий подход. 
Теория и практические методы применения преобразования 
Лапласа изложены во многих руководствах ') %), и в на- 
стоящей тлаве мы пе будем этим запиматься. Наша цель 
здесь состоит скорее в том, чтобы дать удобный для спра- 
вок обзор соответствующих результатов, используемых 
в дальнейших главах. Дая выяснения подробностей, 
а также для ознакомления с доказательствами читателю 
следует. обратиться к руководствам, указанным в примеча- 
ниях 1) я 2). 


2.4. Преобразование Лапласа и формула обращения. 
Пусть у (#) — функция независимого переменного # (вре- 
мени), определенная при #>0. Тогда изображение Ү(5). 


1) См., вапример, Х. Карслоу и Д. Егер, Операционные 
методы в прикладной матемазике, №., 1948; СВагеВ ЕВ, Ү., Мо- 
етп орегаШопа! лас1ло09 їл епоїпеегіп, Мою Үогк, 1944. 

Болес подробко теория преобразования Лапласа рассмотрена 
в книгах: Роеіъсћ. С. ТКеогіс ила Апкепбцпа дет Гаріасс-Тгапб- 
Їогтаііоп, Вегііп, 1937; У 14 дег О. У., Тһе Таршсе іғапѕѓогтт, 
Ргіпсеіоп, 1946. 

2) Сы. также [9—15]. — Прим. перев. 
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по Лапласу функции /(#) определястся равенством 1) 


у= {еу (2.1) 


о 


где = — комплексная переменная, обладающая положитель- 
ной веществеллой частыо, Вез > 0. При других значениях 5 
функция У (5) определяется с помощью аналитического 
продолжения. Размерность У(5) равна размерности и, 
умноженной па время. 

Если изображение Ү (5) известио, то оригинал, т. е. 
функцию, изображением которой по Лапласу служит У (5), 


можно во всех случаях найти с помощыо формулы обра- 
щения 

я 9 

ПОЕ \ сҮ (5) ив, (2.2) 


то 
где 7 = постоянная, превосходящая вещественные части 
всех особых лочек изображения У (5). Фактическое опре- 
деление функции и(!} можно выполнить путем соответ- 
ствующей деформации хоптура интегрирования, отвечающей 
характеру изображения У (5). 


2.2. Применение преобразования Лапласа к линейным 
уравнениям с постоянными коэффипиентами. Так как 
преобразование Лапласа вводизся как операция пад функ- 
цией, определенной при ѓ > 0, то этот метод оказывается 
специально приспособленным к решению задач с началь- 
ными Условиями: дано пачальное состояние системы и, 
при 27 0, дана вынуждающая функция, действующая на 


систему; требуется найти «движение» системы мри Ё > 0. 


Рассмотрим систему я-го порядка, описываемую линеиным 
дифференциальным уравнением с коэффициентами @„, 
а,» ао при соогветстдующих производных и вы- 
пуждающей функцией х (1), т. е. уравнением 


Фу ташрех 0). (2.3) 


нао 


т) На протяжении всей кинги пролгепые буквы огносятея к изо- 
бражениим перуменных, обозначенных соотвелетвующими сгрочвыми 
буквами. 


2. 2. Применение преобразования Лапласа к линейным ураа. 91 


Начальтые значения производных задаются обычно в сле- 
дующем виде: 


Е | (2.4) 
(е ) 


Дифференциальное уравнение (2.3) вместе с вачальными 
условиями (2.4) определяет едипствеппым образом поведе- 
ние системы при /:> 0. 

Для решения задачи о движепии системы с помощью 
преобразования Лачллса умпожим обе части у раппепия (2.3) 
на е“ и пронитегрируем от [= 0 до Ё 


(о) = У (8), (2.14) 


Изображения для производных 5 


лучаем, выполпяя интсгрировапке по частя 


ГА 
{ ағ 
Ъ 
ДЗ ЧИ - 
Ат. а РА 
д 


из 57У (5). 


Поэтому, обозначая через Х (5) изображение по Лапласу 
вынуждающен фузкции х) 


(2.6) 
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мы можем записать изображение уравнения (2.3) с учетом 
начальных условий (2.4) в виде 


(а Ба, 1871... 34,6 ао) У ($) аут - 
+09009 4а 00) 972 4 (90 а ц? А-а зс) + 
(а а 1002015... ра) + Х (3). (2.7) 


к 
Обозначив через Р (з) и №, (5) многочлены 


р =а а 5" Е... а, а {2.8) 
и 
№, (5) = ао" (а аи... 
Чина +... ац), (2.9) 


напишем решение операционного уравнения (2.7) в виде 


Коб) (9) 


У = т +0 


(2.10) 
Заметим, что решение (2.10) зависит от начальных усло- 
вий через посредство многочлена А, (5), входящего в пер- 
вый член правой части (2.10). Степень многочлена №, (5) 
не превышает л — 1 н, таким образом, она всегда мепьше 
степени Р. (з). У,(5) обращается в нуль при обращении 
в нуль всех начальных зпачений, задаваемых равенствами 
(2.4). В этом случае изображение У (5) определяется только 
вторым членом правой частя (2.10), зависящим от вынуж- 
дающей функции. Поэтому первый член, №, (5)/ (5), мож- 
но. назвать дополнительной функцией, а второй член, 
Х (90 (5), — частным интегралом. Фактическое решение 
(Е) можно найти по его изображению Ү(5), применяя 
формулу обращения (2.2). 


2.3. «Словарь» преобразования Лапласа. Выпужда- 
ющая фупкция х(/) часто имеет такой вид, при котором 
ее изображение Х (5) является отношением двух много- 
членов относительно $, Тогда изображение У(5) общего 
решения, определяемое соотношением (2.10), также выра- 
жается в виде отношения двух многочленов относительно 
5, и его можно разложить на элементарные дроби, 
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Оригиналы, отвечающие каждой такой дроби, можно полу- 
чить с помощью формулы обращения или же, что более 
удобпо, с помощью заранее подготовленного «словаря», 
содержашего перечень нскоторых употребительных фупкций 
отЁи их изображений по Лапласу. Такой очень краткий 
перечень приведен в табл. 1. 


Таблица 1 


«СЛОВАРЬ» ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 


У (5) 0) 

15 1 

Пя Г (п) 

18—а ет 

ақ 1 а) зіп ағ 

505° Ьа?) соз а 

ақа) ЗН аг 

ңа) св а 

ве азу а зіп а! 

1202 + а) зп аі—а! с05 а!) 


2.4. Синусоидальная вынуждающая функция. Рацио- 
нальную дробь №, (5)/2 ($) можно разложить на элемен- 
тарные дроби. Если все корни многочлена Д (5) различны, 
то, обозначив их через 51, 5, ..., 81, МЫ можем паписать 


где Р’ (5) — производная от 02(5) по 5. «Интерпретируя» 
каждый член суммы в прапой части последисго равенства 
с помощью нашего «словаря» изображений и оригиналов, 
выпишем слагаемое у, (7) полного решения, обусловлепное 
начальными условиями, т. е. дополпительпую фупкцию 1), 

1) у. (0) —- решение одиородиого уравнения, соответствующего 
данному неоднородному, при заданных начальных условиях. — Прил, 
перев. 
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в виде 


(2.11) 


В общем случае корни $, многочлена Р (5) суть ком- 
плекспые числа. В физических системах коэффициенты 
а» ..., @, Мпогочлепа 2 (5) (2.8) вещественны; поэтому 5, 
могут быть лишь попарпо сопряженными комплексными 
числами. Если вещественные части всех чисел $, отрица- 
тельны, 10 функция и, (7) убывает с течением времени ио 
экспоненциальному закону и стремится к нулю при нсо- 
граничеппом возрастании 1. Таким обр: ом. 3 этом случае 
система устойчива. 

Если вынуждающая ф 
можно записаль в виде 


х6) = хе, (2.12) 


где х„--амплитуда, а ®-- круговая частота; обращаясь 
к таблице изображений и оригипалов (стр. 23), мы видим, 
что 


ункция синусоидальнал, то ее 


1 
Х (8) = х р 
Поэтому второе слагаемое в пралой части равенства (2.10). 
принимает вид 


Последнее выражение можно обобщить па случай системы 
уравнений, добавив в числителе множитель в виде неко- 
торого другого многочлена № (5), степень которого мень- 
тие п. Тогда изображение У, ($) частного интеграла можно 
нанисать в виде 


ү,(8)= 2 (8)Х(8) 


При №(5 1 мы возвращаемся к более простому 
случаю, отвечающему соотношению (2.10). По отпошению 
к изображению У (5) можно оцять применить метод раз- 
ложения на элементарные дроби. Но многочлен в зпаме- 
нателе есть теперь (5—) 0(5). а его корпи суль $, 


(2.13) 
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5$ ...; 8, И й. Таким образом, 
Й Я 
ГАМ) 1 М(5) 1 А 
(= [ Рае) в) Г У 2%) рту в 2149) 
г=1 


Поэтому частный интеграл у, (1), обусловлепный вали- 
чием синусоидальной вынуждающей функции (2.12), имеет 
вид 


(= 


Ан) р Ху) а Е 
" [ Ро) е 2 (7 о) Ру 6 ] (2.15) 


В устойчивых системах вешествениые части всех чисел 

5, отрицательны, и иозому второе слагаемое в правой 

части равенезва (2.15) при {->= обращается в пуль. 

Первое же слагаемое представляет собой установивиееся 

решение, и, таким образом. отношение устаповившегося 

решения к вынуждающей фупкции определяется простым 
выражением: 

(усе. А (ә) 

х(2) 25) 


ЗЕ (ів). (2.16) 


Это равенство даст прямой путь вычисления установив- 
шегося решения при синусоидальной выпуждающей функ- 
ции, 

При уменьшении частоты ® выпуждающей функции до 
пуля сама в кдающая фу НКЦИЯ сводится К постоянной, 
т. е. к величие, не изменяющейся с течением времепи. 
Соотпошепие (2.16) показывает тогда, что Р(0) равно 
отношению у к х при х постояниом. Это равенство опре- 
деляет физпческий смысл величины 2(5) при 5=0. 
В: дальпейших рассуждениях мы будем часто прибегать 
к этому физическому истолковапию. 


2.5. Реакция системы на единичный импульс. Вынуж- 
дающая функция х(/) пе обязательно является непре- 
рывной. Она может иметь форму сҷиничного импульса, 
приложенного к системе в момент времепи #= 0, т. е. 


х(0=0 при Ё=0, 
х(0— оо при #-:0 
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\хфа- 
0 
Изображение по Лапласу Х ($) единичного импульса, 
определенного указанным образом, просто равно еди- 
нице. Изображение реакции системы, обобщенной со- 
ласно (2.13), на сдиничный импульс выражается простым 
равенством: 


09) 
У, (8) = 70) 1= Р). (2.17) 
Решение џ (1), соответствующее этой единнчпой импульс- 
ной фупкции, обычно обозначается через А ({). Па оспо- 
вании формулы обращения (2.2) 

зоб 


Д0) { ель) 45. (2.18) 


Когда система устойчива, всщественные части всех кор- 
ней 5, характеристического уравнения системы 0 (5) = 0 
отрицательны. Поэтому все особые точки изображепия Ё (5) 
лежат по левую сторону от мнимой оси на плоскости 
комплексной переменной 5. а в таком случае эту ось 
можно выбрать в качестве контура иптегрирования при 
подсчете й (1), т. е. в равепстве (2.18) можно иринять 


т= 0. 


Глава Ш 


ВХОДНАЯ, ВЫХОДНАЯ И ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИИ 


В предыдущей главе мы видели, что при примене- 
НИИ преобразования Лапласа задача изучения поведения 
линейной системы с постоянными коэффициентами оказы 
вается существенно связанной с исследованием многочлена 
Р” (з) [равенство (2.8)], образуемого с помощью коэффи- 
циентов дифференциального уравнепия системы. В более 
общем случае, когда физическая система описывастся систе- 
мой дифференциальных уравнений, при пулевых пачаль- 
ных значениях всех переменных, определяющих состояние 
системы, поведение системы полностью определяется отно- 
шепием № (5/2 (5) двух многочлепов. Обозначим это от- 
ношение через Г (5). Пусть Х (5$) -- лапласово изображение 
выпуждающей функции, а У, (5) — лапласово изображение 
частпого интеграла. Тогда па основании (2.13) получим 


У, (9 =2()Х (9. (3.1) 


Это уравнение можно рассматривать как операторное урав- 
ненис; при действии Ё (5) на Х (5) последняя функция 
преобразуется в У, (5), или, иначе, Р (5), действуя на Х (5), 
преобразует Х (5) в Ү, (ѕ). По этой причине Р (5) называют 
преобразующей или передаточной функцией. Х (5) пред- 
ставляет собой лапласово изображение входной функции 
. (0, а У, (5) — лапласово изображение выходной функции 
1:(1). Чтобы подчеркнуть то обстоятельство, что функ- 
ция у, (1) определяет только частный интеграл, без учета 
дополнительной функции, обусловливаемой влиянием 
начальных условий в системе, у,(Ё) называют выходной 
функцией (или просто выходем) от входного воздействия. 
В соответствии с этим дополнительную функцию и, (#) 
называют выходом от начальных условий. 
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Преимущество метода преобразования Лапласа заклю- 
чается в сведении задачи, характеризуемой диффереп- 
циальпыми уравнениями, к задаче, связанной с алгебраи- 
ческими действиями. При этом обратный переход от Ү(5) 
к и(1) оказывается необходимым лишь в редких случаях, 
так как свойства функции у(0) лолпостью определяются 
ес изображением У (5). Таким образом, появляется возмож- 
ность выразить задапные технические требования к функ- 
ции (0) через посредство определенных требований 
к функцин У(5) или. при заданпом входном возлей- 
ствин, через посредство требований к лередагочной функ» 
ции Ё ($). В техиике еледятщих систем основным является 
метод исследования и иросктирования с помотиью передаточ- 
ной функцит. В настоящей главе мы проиллюсарируем этот 
метод на нескольких примерах. 


3.1. Системы первого порядка. В качестве первого 
примера рассмогрим движение скользящей пружины, один 


Фиг. 4 


конец которой скреилен с норлнем катаракта, а другой 
скользит вдоль направлупощей (фиг. 4). Обозначим через 
(Е) коордицату коина пружи, скреплеплого с поршнем, 
д через х (#) — коордипазу ес скользящего конца. Благо- 
даря влияпию катараьла координата и(А) не равна коор- 
динате х(г), а именио 20) отсласг от х(1) 1). 

Задача состоит в исследовапии изменепия выходной пе- 
ременной у (#), когда кониу пружилы, связанному с направ- 

1) Автор прене 
вает инже. — Пра. 


брсгает пнеривей пружины, что он п оговари- 
лерев. 
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ляющей, задается определенное перемещение. Таким об- 
разом, переменпая х (7) является входной. 

Обозначим через & упругую постоянную пружины, а 
через с— коэффициент демпфирования, производимого 
катарактом. Тогда, считая движение настолько медлепиым, 
что силами инерции можио пренебречь), выпишем усло- 
вие равновесия сил 


СД 


вия) 
Введя постоянную времени т, определяемую отношением 
с 
ие, (3.2) 
перепишем уравнение движепия в виде 
и, а 4 
ш тИ (3.3) 


Начальное условие задачи выражается прослым равепством 
#(0) -- 55. (3.4) 
Умножив обе части уравнения (3.3) па е и проин- 


тегрировав от {= 0 до {= сс, получим уравнение в изоб- 
ражениях 


(515-0 (5) =Х (8) Ро, 
откуда 
хо 


Таким образом, изображение выходной фуикции от вход- 
ного воздействия определено функцией 


(3.6) 


а изображение выходной функции от начальных условий — 
фупкцией 


У, (5) ет; (3.7) 


3) См. также [1], стр. 49, $5 (пырожденная линейная систе- 
ма), — Прим. перев, 
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передаточная функция Ё (5) имеет вид 


1 
(9 =—-. 

== (3.8) 
Уравнению (3.6) можно дать графическое представление 
с помощью фиг. 5. Эта простая наглядная иллюстрация 
очень полезна для уяснения смысла передаточной функции 
и обычно называется блок-схемой. 


9 


Хб) —9—| Р(5) = 
ЕТ0] 


туз! 


(8 0 А 


Фиг. 5 Фиг. 6 


Подсчитаем выход системы для нескольких различных 
случаев входной функции х (0). Зададимся, прежде всего, 
входом х(!) в виде единичной фупкции 1 (1), изображенной 
трафически на фиг. 6. Тогда 

= 1 

е9 = -— 
А 5 
5 


Х (5) 


1 1 1 
Уи яку" 
18) 55+ з 5+0) 
В соответствии со «словарем» оригиналов и изображений 
(табл. 1) выпишем выходную функцию от входного воз- 
действия 


1-е; 3.9) 


выходная функция от начальпых условий, определяемая 
изображением (3.7), равна 


0. (0) = е7 (3.10) 


Графики этих выходных функций изображены па фиг. 7. 
Мы пашли, что выход от начальных условий представ- 
ляет собой затухающую экспоненту с постоянпой вре- 
мени т;, а выход от входного воздействия — экспоненту, 
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также с постоянной времени =;, асимптотически прибли- 
жающуюся к единичной функции. При #=*, выход #, (#) 
достигает 63% от его асимптотической предельной величицы. 
При этих условиях рассогласование е (#) (или ошибка), 
определяемое как разность между входом х (і) и выходом 

0. (0), равно 
е(0) = (0) (0) ета. (3.11) 


Поэтому рассогласование исчезает при #—> оо. 
Перейдем к другому 

примеру входного воздей- 1 

ствия. Пусть входпая ве- 

личина изменяется по си- уќ 

нусоидальному закону 


ХВ = хо, 
где х„- амплитуда коде- 
баний, а є — их частота. 
Тогда 0 


Х(в)= 21. (3.12) 


Д 


Выход от начальных усло- 
вий имест в данном случае Фиг. 7 
тот же вид, что и в пре- 


дыдущем примере. Выход же от входного воздействия 
имеет вид 


р" т 2а | 1 
т, етер е | тети | 


Следовательно, согласпо «словарю» оригиналов и изобра- 
жений, 


ид = – 


т 1 ти 
еса ри ол, 
ря е 


Первое слагаемое правой части последнего равенства 
представляет собой чистую затухаюшую экспоненту, а вт 
-рое слагаемое характеризует устаповившуюся составл 
ющую полного решения системы. Таким образом, 

[Е 
хи ПЕ 
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Этот вывод находится в полном соответствии с нашим 
общим результатом, выражениым соотношением (2.16). 
Так как 


еа, (3.13) 


То" у: 


то устаповившуюся составляющую можпо представить 
в виде 


0 (01. еі ботата к), 
Следовательно, амплитуда установившейся составля- 
ющей выходной переменной системы умепьшается в 
и! раз ло сравзению с амплитудой входпой пере- 
менно! фаза этой составляющей выходной переменной 
отстает от входной переменной на величину агс{ т. При 
синусоидальных входах низкой частоты 


Ш] 0060, лю 1. (3.14) 


Таким образом, в этих условиях амплитуда не испы- 
тывает изменения но сравнению с амплитудой входа, но 
фаза установившейся составляющей выхода отстаег от фазы 
входа на величину, равпую постоянной времени т, пере- 
даточной функцин. Наоборот, при сипусондальтьх входах 
высокой частоты 


[9 (0рет. = 


т. е. в этом случае амилитуда умепыпается в <, раз, 
а запаздывание по фазе становится равным я;2. Графики 
входа н установившейся составляющей выхода в случаях 
низкочастотных и высокочен ОТНЫХ ВХхХОДНЫХ колебаний 
соответственио изображены на фиг. 8. 


Ха 


(3.15) 


3.2. Способы задания передаточной функции. Пере- 
дагочная функция Е (5) представляет собой фупкнию ком- 
плекспой переменной 5. Так как в общем случае функция 
Е (5) выражастся отношением двух мпогочаенов относи- 
телыю 5, то опа опрелеляезся с точностью до постояипого 
мпожителя заданием ее пулей и полюсов. Для пахожде- 
ния же постоянного мложителя достаточно знать значение 
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Е (5) при одном произвольном значении 5. Удобнее всего 
задавать значение Ё (5) в начале координат. В самом деле, 
величина 


12 (0). = К (8.16) 


имеет определелный физический смысл: она равна отноше- 
нию выхода К входу при постоянном входном воздей- 
ствии, т. е. при входиом сигнале, пе меняющемся с те- 
чением времени. Отношение К называют коэффициентом 


ИА 


о 
ААА 
| 
ане РРА: 
а 5 
Фиг. 8 


усиления системы. Поэтому нередаточная фупкция опре- 
делястся единственным образом с помощью нулей, полю- 
сов и коэффициента усиления. Таков одип из способов 
задания передаточной функцяи. Например, коэффициент 
усиления простой передаточной функции, определенной 
сӧотношепием (3.8), равен единице; она имсет простой 
‚полюс в точке — 13у и не имеет пулей, 

<^ Если заданы одновременно значения как вещественной, 
так и мпимой частей функции Ё(5) вдоль мнимой оси 
плоскости комплексной перемепной =, то на основании 
принципа аналилического продолжения") тем самым функ- 
ция А (5) определена и при любом $. Поэтому другой воз- 
можный способ определения /(5) заключается в задании 
функции Г (і) комплексной переменной ів (о — веществен- 


1) Сы. [14, 17—19]. -- Прим. перев. 
3 Цаянь-Сюз-Сэнь 
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ная переменная). В физических системах все коэффициенты 
при степенях 5 многочлена № (5), представляющего собой 
числитель передаточной функции Ё(5), и все коэффици- 
енты при степенях $ многочлена Р (5), представляющего 
собой знаменатель А (5), суть вещественные числа. Поэто- 
му, если обозначить через г комплексное число, сопря- 
женное с комплексным числом Ё, то 


(= №) = 


(15). (3.17) 


Таким образом, в физических системах для определения 
функции 2 (5) комплекспой неремеипой 5 при любых зна- 
чениях 5 достаточио знать функцию А (ѓе) при өс 0. Но, 
в силу соогношения (2.16), А (йө) представаяет собой от- 
ношение установившейся составляющей выходной пере- 
менной к сипусоида ПОИ ВХОДНОЙ перемсиной частоты и. 
Функция Ё (йе), заланная при всех значениях в, назы» 
вается частотной характеристлкой системы '). Таким обра- 
зом, с помощью частотной харавтеристики осуществляется 
еще один способ задания передаточной функцим. В разо- 
брапной выше простой системе первого порядка часлотная 
характеристика определена функцией (3.13). 

Один из способов представления частотной характе- 
ристики, разработанный Г. У. Боде (Н. \У. Воде), назы- 
вается дпаграммой Боде. Обозначим через М модуль 
функции Г (йв), а через 0 – ее аргумент, т. е. 


Е (9) = Ме. (3.18) 


Диаграмма Боде заключается в построепии графиков 18 М 
и 0 л функции от іб ?). Причина, по которой модуль М 
откладывается в логарифмической шкале, п то время как 
фазовый узол 0 откладывается в натуральную величину, 
будет выяспена в дальнейшем. Для нашей простой си- 


3) Иногда функиню Г (ѓо) называют передаточной фувкиней, не 
делая различия в пазвании между Е (5) и Г (0), или же вте амили- 
тудной характеристикой. ~ Прим. перев. 

2} При определении днаграммы Боде автор не указываез оспова- 
ния логарифмов, нбө оно не имеет принципиального значения. В при- 
ложениях же всюду применяются десятичные логарифмы (ем, фиг. 9 
ит. д.). — Прим. перев. 
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стемы, определяемой частотной характеристикой (3.13), 


1 
М = == 
УТ 


0 = — агсіц осу 


и (3.19) 


— агеши, 


где и- безразмерная частота"). Диаграмма Боде для этой 
системы изображена на фиг. 9. Выводы относительно 
поведения часлотной характеристики в областях низких 
и высоких частот, вытекающие из рассмотрения диаграммы 


н 


Боде, совпадают с закяючениями, получениыми ранее 
в виде соотпошепий (3.14) и (3.15). При и — со угловой 
коэффициепт графика 1 М в функции 16 и стремится к — 1. 
При малых значениях и этот коэффициент близок к пулю. 
Поэтому график ША! по ви для системы перлого порядка 
можпо аппроксимировать двумя прямыми линиями 3); 

В ‘литературе по акустике и электротехнике устано- 
вилась практика откладывать по оси ординат 2015 М 
вместо ША, что делается с целью выражения единиц 
измерения амплитуды в децибелах. Интервал частот, за- 
ключенный между даниым зпачепием частоты и удвоен- 
ным значением этой частоты, называется октавой, следо- 


1) Зависимость 1541 от Шо (или хи) обычно называется лога- 
рифмической амплетудной характеристикой снстемы, а зависимость № 
от 18 ә — ес логарифмической фазовой характеристикой 19,21]. — Прим. 
перев. 

2) Ломаная на Фиг. 9, панесеппая пунктиром, называется асим- 
птотичсской или (трапецондальлой) логарифмической амолитудиой 
характеристикой [9]. — Прим. перев. 


зж 
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вательно, та часть графика, в которой угловой коэффи- 
циент аппроксимированпой диаграммы равен — 1, характе- 
ризуется наклоном этой диаграммы в —20 #2 5,02 06 
на октаву. Отметим также, что на этой же фигуре аппро- 
хсимировапная диаграмма (пунктирная линия) проходит 
через 0 ири и=1, т. е. при є. : Ил. Поэтому мы можем 
снять частотную характеристику системы первого порядка 
экспериментальпо и папести указанным способом резуль- 
таты измерения в виде диаграммы. Постоянную <, вре- 
мени системы нетрудно оцепить с помощью значения 
частоты, нри которой наклониая часть аппроксимирован- 
ной диаграммы, соответствующая высоким частотам в, 
пересекает горизонтальную ось. 

Другой способ иредставления частотной характеристики 
был разработан Г. Найквистом и получил название диа- 
граммы Найквиста. Этот способ заключается в непосред- 
ственпом построении графиков комилекспой функции А (#2) 
{или 1/2 (1ъ)] па плоскости комплексной перемеппой Е (или 
1/Е соответственно). При этом параметром кривой слу- 
жит частота є, Для простой системы, рассмотренной выше, 
т. е. системы первого порядка, график функции Ё (йо) 
представляет собой полуокружность, начинающучюся в точ- 
ке 1 при == 0, проходящую через точку ТИНА = 
= (1/9) (1 при в, =н = 1 и оквичивающуюся в па- 
чале координат при е — оо. График функции Р памного 
проще: !ЁР=[- нт, и поэтому этот график сводится 
к прямей лании, параллельлой мпимой оси. Обе днаграм- 
мы Найквиста для системы первого порядка изображены 
на фиг. 10%. 


3.3. Примеры систем первого порядка. Сложные систе- 
мы содержат мпого элементов, которые можно прибли- 
женно описать с помощью передаточной функции первого 
порядка. Мы рассмотрим кратко несколько примеров та- 
ких элементов вместе с днаграммами их частотных ха- 
рактеристик. 


1) Функция Е называется иногда обратной амплитудно-фазовой 
характеристикой. График А (ш) на плоскости Е называется, как 
правило, амплитудно-фазовой характеристикой. — Прим. перев. 
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Интегрирующее звено. Электрический двигатель, в ко- 
тором угловая скорость 42/41 пропорциональна ‘входпому 


напряжению о, описывается уравнением 
2 = Ко, (3.20) 


где К — коэффициент пропорциональности '). Таким обра- 
зом, угловая координата $ двигмеля пропорциопальна 
интегралу 


1 
о. 
0 


Действие электрического двигателя можно охарактеризо- 
вать с помощью блок-схемы, показанной на фиг. 11, где 
через `У{5) и Ф(5) обозначены изображения переменных 
ои соответственно. 
ередаточная функция двигателя (5) = К/ѕ пред- 
ставляет собой предельное значение функции 1/(=,5 + 1) 
при т —> со и характеризуется простым полюсом в начале 
координат. 
Чтобы рассматривать постоянную К в качестве коэф- 
фициента усиления системы в выражении передаточной 


1) Уравнение (3.20) приближенно справедливо, например, для дви- 
тателя постоянного тока независимого возбуждения, находящегося 
в режиме холостого хода, — Прим. ред. 
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функции Ё (5), мы должны видоизмелить определение 
коэффициента усилепия, введепное в предыдущем разделе. 
Данное там определение пригодно для передаточных функ- 
ций, не имеющих в начале ни нулей, ни полюсов. Поэтому 


Фиг. 11 


коэффициент усиления Қ интегрируюшего звена, е, 
звена, передаточная фупкция которого имеет при == 0 


8 
ум ра | 
к ТЕН 
Е 


Рю) = К = Ме 
5 


ја 


уш 


Фит. 12 


простой полюс, следуст определить с помощью предель- 
ного перехода 
К = п 1 $Р ($) 1. (3.21) 
5-0 
Выпишем частотную характеристику интегрирующего 
звена 


Е 
РО) (е т. 
Поэтому, в силу (3.18), 


К т 
М=- К, = 3. (3.22) 
Соответствующая диаграмма Боде показана на фиг. 12, 
а диаграмма Найквиста —на фиг. 13. 
Дифференцирующее звено. Скоростной гироскоп выдает 
выходное напряжение о, пропорциональпое угловой ско- 
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рости 2/4? прецессии, т. е. 


4$ 
Ка, 
где К — коэффициент пропорциональности. Действие этого 
звена противоположно действию только что рассмотрен- 
ного звепа. Передаточная функция Е (5) = Кз имеет нуль 


в начале координат. Таким образом, коэффипиент усиле- 
ния дифференцирующего звепа, т. е. системы, передаточ- 


ная функция Е (5) которой имеет нуль при $= 0, следует 
определить с помощью предельного перехода 


К=1іт | идр (3.23) 


50 


Блок-схема дифференпирующего звена изображена на 
фиг. 14, его диаграмма Боде — на фиг. 15, а диаграмма 
Найквиста — на фиг. 16. 

Простое фазосдвигающее звено. Рассмотрим электри- 
ческую цепь, состоящую из сопротивления и емкости 
(фиг. 17). Пусть /-— ток, текущий через сопротивление 
К, и С—емкость. Если в начальный момент (=0) 
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конденсатор разряжен, то 


и проинтегрировав от #==0 до #= оо, получим 


(кч) 1090) и, 
#49 =У, 


ш=0 Шаоо 
РА 


Рош = Кіш 


ру 1 


У; (5) І+АС5` (3.24) 
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Отсюда следует, что передаточная функция этой цепи 
типа АС имсет такой же вид, как и псредаточная фупк- 
ция системы со скользящей пружиной и катарактом; ее 


В 


Фиг. 17 


постоянная времени т, = ВС. Поэтому диаграммы Боде 
и Найквиста для этой системы изображаются диаграм- 
мами на фиг. 9 и 10 соответственпо. Фазосдвигающее 


М —л 


Фиг. 18 
звено часто применястся для введения в систему отста- 
вания по фазе !). 


Фазоопережающее звено. На фиг. 18 показана более 
сложная электрическая цепь. Ее уравнения имеют вид 


1 


= АН К 
о. = А. 


1) Это звено иногда называется иперционным или релаксадион“ 
ным звеном. — Прим. ред. 
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Соответствующие уравнения в изображениях будут 


ЛА, 
= 
и 
У, = Ку, + Вы, 
У, =В. 
Поэтому 
У. (5) _ К, = А, В,С3 


7 Р® = ду 
Отсюда находим К: 
(3.25) 


Коэффициент усиления непременпо выражается числом, 
менышим единицы; обычно оно заключено между 0,1 и 1. 
Введя постоянную в; с помощью соотнощения 


Рү+ Р; 


ее, (3.26) 
представим персдаточную фупкцию в виде 
Ў 1-5 (кіло 
Е(5)=ғ оз. (3.27) 


Әта функция имеет нуль в точке — ғо] и полюс В точ- 
ке — в1!). : 


^^ Частотная характеристика фазоопережающего звена 


выражается функцией 


Ру іе. (3.28) 


Фу іш 
Введя безразмерную частоту и © помощью соотношения 


а 2, (3.29) 


1) Это звено иногда зазывают форснрующим звеном, -— Прим. ред. 
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получим 
М= үт 0 = атов 77 — ато (Иа). (3.30) 
Отсюда 
оаа Е т 
Ем =16у7—16 т 7-е / 204 
те т 
и 


1 
шв (у). 
Диаграмма Боде для этого звена отличается некоторой 


СИМ 


19м 0 
и ву 


Е 
У 


симметрией относительно прямой й == 1 (фиг. 19). Мак- 
симум фазы 0 имеет место при и-=1 п равен 


| блах = агсіє У атс ут = т — ага Ут. (3.31) 


Поэтому в определенной области частот данная цепь до- 
ставляет значительное опережение по фазе. При очень 
больших ® имеет место равенство М == 1, при очень малых 
ш-— равенство М ==. 

Полосовое фазосдвигающее звено. Передаточная функ- 
ция АС электрической цепи, изображенной на фиг. 20, 
имеет вид 

У) 


, 6$ 
и - 


29 = ттар)" 
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Усиление этой цепи равпо единице. Введя постоянные 


(3.32) 


кс” 
перепишем передаточную функцию в виде 


(3.33) 


Сравнив последнее выражение с выражением (3.28) частот- 
ной характеристики фазоопережающего звсна, мы убедимся, 
что передаточные функции этих звеньев суть взаимно 


Фиг. 20 
обратные функции, В самом деле, частотную характери- 


стику рассматриваемого звена можно представить с по- 
мощью отношения 


(о 


где безразмерная частота и определена равенством 


и 5. (3.34) 


Е 
у 


(3.35) 


9 —агсва (Ули) — 597 


Соответствующая диаграмма Боде изображена на фиг. 21. 
В некоторой полосе частот паблюдастся запаздывание по 
фазе. Наибольшее запаздывание по фазе достигается при 
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и=1, т. е. при «= Ута, а его величина определяется 
соотношением (3.31). 

Упрощенное описание движения самолета по крену. 
Введем обозначепия: Г момент пнерцни самолета отно» 
сительно его продольной оси, Ф — угол крена, Ё,-— коэф- 


фициент аэродинамического демпфирования в движении 


0 
ГАА 
ум 2 
0 те о Щи о 
Рек 
Фиг. 21 


самолета по крепу, А? — момент, приложенный к самоле- 
ту со стороны элеронов, отклоненных на угол 8. Тогда 
крен самолета описывается уравнением 


Обозначим через р = 42/4 угловую скорость крена; в 
соответствии с этим обозначением предыдущее уравненне 
примет вид 


Пусть в момент времени #=0 угловая скорость крепа 
равна пулю. Применив к уравгению движения самолета 
по крсну преобразование Лапласа, получим уравпепие в 
изображениях 


(18--1,)Р (8) = А48). 


Таким образом, для передаточной фупкции самолета при 
его колебаниях по крепу мы получаем выражение 


(3.36) 
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Следовательно, поведелме кренящегося самолета в той 

мере, в какой оно описывастся этой передаточной функ- 

цией, подобно поведению скользящей пружины с ката- 

рактом и простого фазосдвигающего контура !). Поєтоян- 
1 


. При очень слабом демп- 


ная времени т; здесь равна 
и 2, А 
фировапии т; == 22 и система ведет себя как простой 


интегратор. 


3.4. Системы второго порядка. Обратимея опять к си- 
стеме скользящей пружины © катарактом (фиг. 4), по 
введем у т на копце пружины, примыкающем к ка- 
таракту. Добавление массы приведет к появлению силы 
инерцин т 439 /4!*, и уравнение движения примет вид 


а, 
с --Ку = ЕХ 


00)= 0) Е 
а УСЁ. (3.37) 
(2). з) 


Дифференциальное уравнение движения можно исреписать 
в более удобном виде с помощью обозначений 


. (3.38) 


Здесь ®, — собствеппая частота системы ма са — пружина 
ри отсутствии катаракта, а Е — безразмервый коэффидиеят 
демпфирования, Т. е. отношение нетинного коэффициента 
демпфирования к его критическому значению; смысл этого 
параметра выявится несколько ниже. В повых обозначе- 


1) То же закаючение справедливо в отношении рыскапья (отно- 
сительно заланного курса) горизонтально летящего саколета. Колеба- 
ния самолета при тангаже уже пе описываются передаточной фуик- 
цией (3.36), ибо в этом ас на самолет действует аэродинами- 
ческий момент, записяший от угля атаки, тогда как в движениях 
крена н рысһапьн естественная направляюшан сила отеутетвуст. — 
Прим. перев. 
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ниях дифференциальное уравнение системы приводится 
к виду 


(3.39) 


Применив к урапнепию (3.39) преобразование Лапласа 
с учетом начальных условий (3.37), мы получим следу- 
ющее уравнение в области изображений: 


(521 25935 4 02) У (5) = Х (8) РИ (8 Б 250) У. 


Таким образом, выход системы от начальных условий 
будет иметь вид 
ира 


у, (в) "+ (ии 


: (3.40) 


45 т 


а для передаточной функции системы мы получим выра- 
жение 


(3.41) 


Итак, система обладаст коэффициентом усиления К = 1, 
а ее персдаточная функция ле имеет пулей и имест два 
проссых полюса в точках 


вы. (3.42) 


Если коэффициент демпфирования катаракта меньше кри- 
тического, то величина & меныпе единицы. В этом случае 
полюсы 5 и 5 комплексные сопряженные величины. 
Обозначив чероз \ и У соотво1ствеппо вещественную 
ұу мнимую части полоса 5,, панишем 


где последняя форма представлспия полюсов возможна 
благодаря равенству модулей обоих этих полюсов. При 
положительном демифировании ^ предсгавляет собой отри- 
цательпое число. 
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С помощью соотношения (3.40) нетрудно определить 
выход и.(1) системы от начальных условий. Так, при 
2 < 1 полюсы передаточной функции выражаются равен- 
ствами (3.43), и мы найдем, что 


ЛР ма СО А у ем 3.44 
0.0) = 1 еї У 1 узем созу Б уе зіп уй, (3.44) 


У 


Так как число \ отрицательное, то выход системы представ- 
ляет собой затухающее движение, выражающесся синусо- 
идальной функцией. При 5° .> 1 выход системы сводится 
к апериодически затухающему движению. Таким образом, 
при демифированин, превышающем критическое, выход 
3.00) имест пеколебательпый характер. В этом состоит 
смысл попятня критического демнфирования, 

Зададим теперь вход х(/) системы в форме единичной 
функции 1 (2), изображенной на фиг. 6. Тогда Х (5 
При {< 1 


У. (9= 


и, следовательно, выход 1; (#) от входного воздействия 
выражается фупкцией 


= [9+ (=) а м] ем. (3.45) 


При 52 > } этот выход представляст собой неколебатель- 
ную функдпю, равпую 


уз» 649) 


где 5, и з, определепы выражепиями (3.47). Течение вы- 
ходной функции и, (1), определяемое лоследиим соотпоше- 
нием, графически изображается семейством кривых на 
фиг. 22, соответствующих разллчным значениям безраз- 
мерпого коэффициента демифирования С. Рассматривая 
течениє этих кривых, видим, что для обеспечения быстро- 
го приближения выходной функции системы к ее асимито- 
тическому значению следует выбирать пе слишком бодь- 
шую величину 5. 

С другой сторопы, если б слишком мало, то в систе- 
ме будут наблюдаться колебания со значительным пере- 
регулированием. Поэтому необходимо принять некоторое 
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компромиссное решение. Обычно на практике значение без- 
размерного коэффициента демпфирования { выбирают 
между 0,4 и 1. 


| 


Фиг. 22 


Рели ца вход системы подается сипусоидальное коле- 
бапис (3.11) амплитуды х„ и частоты ө, то 


У, (8) = 


Поэтому при 52 < 1 выход системы от входиого воздей- 


ствия имевт вид. 


г) 


и 0), Роем. 


60—65, (3.47) 


70-5) 


где } и У определены выражениями (3.43). Так как при 
положительном демпфировапии величииа А отриџательна, 
то в устаповившемся режиме выход системы характери- 


А Цявь-Сюэ-Сэнь 
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зуется первым слагаемым правой части равенства (3.47), 
что отвечает общему выражению (2.16). 

С помощью равепства (3.41) пайдем частотную харак- 
теристику рассматриваемой системы второго порядка 
в виде 


Поэтому 1) 


Соответствующая диаграмма Боде построена па фит. 23. 
Максимальное значение А имеет место вблизи в}, = 1, 


1, П м 
где Ме и бе —=/2. При әјә > фазовый угол 


уте. М ~ — 2 п (юго). Специалист 


в области акустики сказал бы, ато в области высоких 
частот паклон этой характеристики составляет — 12,04 96 
на октаву. 

. Кривая Найквиста для этой системы построена на 
фиг. 24. 

Поередством передаточной функлии второй степени 
можно аппроксимпроваль и другне физические системы. 
Одним из примеров таких систем служиг гидравлический 
серводвигатель. С помощью передаточной функции такого 
типа достигается и т шее приближение для дипамики 
скоростного гироскопа, разобранного в п. 3.3, а имеино 
поведение этого гироскопа описывается посредством пере- 


1) Метод оценки качества следящей системы с помощью чисел 
М к 9 (амплитулию-фазовые диагракмы) рассмогрел, например, З 
19, 21. — Ярим. перев. 


(и) 


Плоскость комплексной 


й 21 
переменной Еу 
д =0 
П П РЕ 
-3 -2 = 0 
4 
> 


Фиг. 


24 
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даточной функции 


Е(9) = 


ое 


Представляет интерес сравнить эту более точную переда- 
точную функцию с ее грубым приближением, показапным 
на фиг. 14. Отметим также передаточную функцию 
акселерометра 


Таким же образом можно уточнить передаточную фупк- 
цию электрического двигателя, используемого в качестве 
интегратора *): 


Более грубое приближение этой функции было приведено 
на фиг. 11. Все рассмотренные здесь передаточные функ- 
ции имеют то общее, что их знамепатели суть квадрат- 
ные трехчлепы. Смысл постоянных, фигурирующих в этих 
передаточных функциях, определяется аналогично тому, 
как это делалось в предшествующих примерах. 


3.5. Определение частотной характеристики. В пре- 
дыдущих пунктах мы рассматривали задачу об ана- 
литическом пахождепии передаточной функции А ($) си- 
стемы и ее частотной характеристики Ё (№), исходя из 
Эсповных физических закопов и зная структуру системы. 
Таким образом, эта методика подсчета частотной характе- 
ристики является апалитической, и достигасмая с ее по- 
мощью степень точности зависит от достоверности паших 
сведений об этой системе. Но в инженерной практике 


1) То есть в том случае, когда выходной величиной считается 
не угловая скорость лала ротора, я угловое перемещение этого или 
жестко связанного с пим вала. — Прим. ред. 
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ваши сведелия, касающиеся подробностей строепия рас- 
сматриваемой системы, часто оказываются неполными; 
иногда же, хотя строение сисгемы нам и известно исчер- 
пывающим образом, эта система оказывается настолько 
сложной, что аналитическое определение ее частотной ха- 
рактеристики перестает быть практически достулвым ло 
причиие слишком громоздких вычислений. В таких слу- 
чаях часто возпикает необходимость определения часто 
ной характеристики опытпым путем. Наиболее простой 
метод экспериментального спятия частотной характеристи- 
ки основан на том результате, что отношение установив- 
шегося выхода, возбуждаемого сннусоидальным входом 
частоты в, к этому входу и представляет собой частот- 
ную характеристику системы, как это следует из соотно- 
шения (2.16). Отношение амплитуды выхода к амплитуде 
входа равно числу А, а разность между фазой выхода и 
фазой входа— числу 0'). Поэтому этот эксперименталь- 
ный метод требуст определения отношерий амллитуд и 
разностей фаз для некоторого числа частот в интересу- 
ющем пас диапазоне частот. Этот метод спятия частотных 
характеристик применялся к различным задачам, начиная 
от столь простой системы, как топливный насос?), и 
вплоть до достаточио сложной системы, характеризующей 
продольное движение самолета?) *). Недостаток такого 
метода состоит в пеобходимости проведения длительных 
экспериментальных исследоланий в общем случае в широ- 
кой полосе частот. Кроме того, иногда приходится встре- 
чаться с затруднениями в измерении разности фаз между 
выходом и входом. 

х Более эффективный метод исследовапия состоит в том, 
чобы возбуждать систему одновременно по всем часто- 
там, а пе по одпой определенной частоте каждый раз 
отдельно. Лучше всего это сделать путем подачи на вход 
исследуемой системы едипичного импульса. Тогда, соглас- 
но (2.18), переходный процесс в устойчивых системах 


1) См, примечание на стр. 50.—/7рим, перев. 
2) 5һамез Н., Н:мше! С. $, ВИтаз Р., ХАСА ТМ 
2109 (1950). 
з) МИИКсп М. Е. Јошт. Аеготаші. 5сї., 14, 493 (1947). 
4) См. также [22—26]. Прим, перев. 
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(1=0) определяется выражением 


А) = 


\ Е (їо) ее = 


р [Ке Е (45) созш! пп Е (45) по бы, (3.49) 
0 


где Ке и Ил озпачают символы вещественпой и мнимой ча- 
стей соответственно. Последняя ступень преобразования за- 
конна в силу равенства (3.17). Как локазывает соотношение 


2 =) 


их т 
Треуаолоньй импулс 


> 


ст 


Пралтоусаланыии му 


(3.49), импульс, приложенный к входу системы, позбуж- 
дает в ней все частоты в равпойї мере. Зная реакцию й (8) 
системы па едипачный импульс, можно найти ее частот- 
ную характеристику с помощью интеграла 


Е (о). {пе а. (3-50) 
8 


Для отдельных зпачений частот послециий интеграл 
можно подсчитывать с помощью числовых методов. 

Однако в практических условиях трудно осуществить 
входное воздейсовие в виде зочпого импульса. Более 
практичной формой входного воздействия служат едипич- 
пый прямоугольпый импульс и сдипичный треугольный 
импульс. изображенные па фиг. 25. Такие импульсы уже 
пе будут возбуждать в одипаковой мере все частоты. Но 
если сделать длину т импульса достаточно малой, то 
можно приблизиться к идеальному равпомерлому возбуж- 
дению по всем частотам. 
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Сименс и его сотрудники применили такой способ им- 
пульсного возбуждения для нахождения частотной харак- 
теристики самолета!) н разработали приближепный метод 
подсчета Р (40) по закопу изменения выходной координа- 
ты и(0), найденному опытным путем. Кэрфмен и Гарди- 
нер?) обобщили этот метод обработки эксперимептальных 
данных на случай входных функций любого вида. 


3.6. Составление системы из элементов. Системы, 
рассмотренные в пп. 3.1, 3.3 н 3.4, в действительности 
представляют собой лишь элементы. входящие в состав 
гораздо более сложных систем, когорые, как правило, 
приходится применять в технике устойчивых следящих 
систем. 

Обратимся, например, к системе управления движе- 
нием самолета по крену. Сигнал, управляющий переме- 
щением элеронов, обычно поступает в форме электриче- 
ского тока. Этот сигнал является входным для блока 
усилительных и счетных устройств?), представляющего 
собой довольно сложную электрическую цепь, которая 
может содержать электронные лампы. Процессы в блоке 
усилителя и счетных устройств определяются ето пере- 
даточной функцией РА, (5). Выход этого блока, в свою 
очередь, служит входом гидравлического исполнительпого 
двигателя, приводящего элеропы в движение. Процессы 
в гидравлическом двигателе определяются его передаточ- 
ной фулкцией Р. (5). Наконец. выходная переменпая гид- 
равлического двигателя - координата элеронов — служит 
входной величиной системы. характеризующей динамику 
самолета 4). Динамика самолета дает передаточную функ- 


1) Ѕеатап= В. С., В!аз{пдаше В. Р., Сіетелі- 
зоп С. С., Логи. Аегопаці. 5сї., 17, 22 (1950). 
2) Сиг!шап Н. 1, батбїлег Е. А., МАСА ТЕ 984 (1950) 
з) В простейшем случае счетное устройство сводится к устрой- 
ству формиропания управаяющего сненаяа д, зависящего от рассогла- 
сования а в системе, например в виде четырехчленного аргумента 


не 


управлелия 1 


44$: (0) 4=, где а, 5, с, (1--- постоянные 


или функции времени. — Прим. перев, 
4) По крену. — Прим. перев. 
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цию Р, (5). Выходом системы, характеризующей динамику 
самолета, является движение самолета по крену, В этой 
задаче мы встречасмся с последовательным соединением 
различных элементов полной системы, начиная от коман- 
ды но крсну и кончая движением крепа. Обозначим эту 
комапду (входной сигнал) по крену через х (1), а угол 
крена самолета — через Ф (0). Изображения переменных 
по Лапласу связаны, в силу сказанного выше, состноше- 
нием 


Ф, (5) = (5), (8) А (5) Х 6). 


Поэтому передаточная функция веей системы управления 
движением самолета по крену равна произведению 
Е ($) Е, (5), ($). Эгот прпмертакже иллюстрирует то обстоя- 
тельство, что передаточная функция в общем случае не 


+ в == Р) 


Фиг. 26 


9— -4 Вз) рҮ) 


является безразмерной величиной, ибо она пре, 
собой отпошсеиие двух переменных различной размерности. 
Вход, т. е. команда по крену, представляет собой электри- 
ческое напряжение; выход же, т. е. угол крена самолета, 
имеет размерность угловой величины. 

Таким образом, в общем случае, если система состоит 
из отдельных элементов с передаточными функциями Ё, (5), 
Е, (5),..., 2.(5),.... Г, ($) с коэффициентами усиления 
Ку Кж... Ку... К, причем эти элементы соединены 
последовательно (фиг. 26), передаточная фупкция Р (8) 
всей системы находится как произведепие 


? Е(9=Е, (9) Е, {9...Р,()...Е, (5), (3.51) 


а коэффициент К усиления всей системы равен произве- 
дению 


К=К.К,. ..К,...К (3.52) 


„Ко 

Из равенства (3.51) видно, что передаточная функция 
Е (5) системы обладает всеми пулями и полюсами переда- 
точных функций составляющих элементов. Эти нули и 
полюсы совместно с коэффициентом усиления К, подечи- 
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тываемым по формуле (3.52), полностью определяют пере- 
даточную функцию Ё (5). 

Частотпую характеристику системы можио записать 
в виде Р (їо) = А1е®. Пели частотпая характеристика -го 
элемента имеет вид АТ", то, согласно (3.51), 


Мей = (Ме) (М (Ме). 
Поэтому 
ШМ = 18М, Ем, --... = 
М... М, | 
и | (3.53) 
ВАН. +94... 49, 


Соотношения (3.53) выявляют причину, в силу кото- 
рой для построения диаграми Боде выбрапа лот арифми- 
ческая шкала. Этот выбор шкалы облегчает работу по по- 
строению частотпых характеристик системы, сводящуюся 
в этом случае к простому суммированию ординаг харак- 
теристик составпых элемелтов системы. 


3.7. Трансцендентные передаточные функции. Метод 
преобразования „Лапласа ирименим не только к задачам, 
определяемым обыкновепцыми динейными дифференци- 
альпыми уравнениями с постоянными коэффилиентами 
при задапных начальных условиях, но также и к анпей- 
ным дифферспциальпым уравяениям в частпых производ: 
ных 1).с коэффициентами, пе зависящими от времени 6 
и при граничпых условиях, ючающих начальпые усло- 
вия. по {. В результате применения преобразования Лап- 
ласа ‘К исходпому дифференипальномх уравнению в част- 
ных производных в преобразоваипом хралнении зависи- 
мость от переменной Ё заменяется зависимостью от пара- 
метра 5. Это преобразование уравнение иредегавляет 
собой линейное дифференциальное уравнение по отноше- 
нию к оставшимся независимым персмепным и может 
быть решено прл оставшихся граничных УСЛОВИЯХ. Конечно, 
методика, спязаппая с решением такого уралнения, 


2) Сы., например, СаигевИ! В. 


Мойегп прога юпа 
теһофз іп епишесиии, Мех Уогк, 1944. 
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является гораздо более сложной, чем методика решения 
обыкновенных дифференциальных уравпепий, рассмогрен- 
ная в гл. ИП 1). Но, с другой стороны, если рассматривать 
две какие-либо величины в решепии преобразованпого 
уравнения, то между ними существует линейная зависи- 
мость. Рассматривая одно из них как вход, а другое — 
как выход. заметим, чіо отпошение выхода ко входу 


о 
—и 


{200 Е ай 


Фиг. 27 


в этом случас продолжает оставаться функцией пара- 
метра 5, которую можпо принять за передаточную функ- 
цию Г (5). Злесь существует, однако, одпо различие: 
передагочная функция уже не выражастся отпошением 
двух многочленов по степспям $. Она являстся в общем 
случае трансценденгной фупкцией от 53). 

Изучая движение крыла в лвумерном погокс3), Сирс 
исследовал влияние небольших вертикальных порывов 
ветра скорости и на обтекание аэродинамического профиля 
хорды с горизонтальным потоком, текущим © постояпной 
скоростыо И, Пусть о меняется сипусоидально относи- 
тельто х (х - коордипата, отсчитываемая в горизонталь- 
ном направлении по потоку) и относительно # (фиг. 27), 
так чтбх 


об. уа (701, (3.54) 


Здесь х, – амплитуда. а ® – частота. Сире показал. что 
при лаком закопс изменения скорости возмущающих 
1) Если урависние в частвых производных зависит, помимо /, 
еще только от одної независимой перемепиой (одночерная задачаћ, 
то преобразованпос урлвиение будет обыкновенным липейным диф- 
ференциальным упавлением относительно $. — Прим, перев. 

2) К трансиениентюым передагочным функциям приводят, в част- 
ности, задачи о системах, г эших запаздывающие звенья. См. 
га, МШ, а также |13, 29|.--Йрим. перев, 

2) Зеагз №. В., Јошт. Аегопащі. Ѕеї., 8, 104 (1941). 
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порывов ветра коэффициент С, подъемпой силы профиля 
(т. е. среднее значение подъемной силы профиля, прихо- 
дяшесся на единицу сго площади и отнесенное к скоро- 

1 


стному напору = 20°, где р плотность воздуха, обте- 


кающего профиль) определяется соотношением 


С, = Әка е" 9 (6), (3.55) 
причем 
(3.56) 
и 
ть. То) К) + М (8) Ко) 
Ф(#) = 2 "ву, Ге (3.57) 


Функции Л, Ј н Ко К, в соотношении (3.57) суть 
функции Бесселя первого рода и приведенные функции 
Бесселя второго рола соответственно. Поэтому, рассмат- 
рилая изображение Х ($) входа как изображение входной 
функции 0(0, 1) и изображение У(5) выхода как изобра- 
жение выходной функции С,(7), мы получим для пере- 
даточпой фупкани # (5) выражение 


У) _ 
ЕС, 
а для частотной характеристики Р (#5) —- выражение 


бы) =). (3.58) 


Таким образом, частотная характеристика представляет 
собёбй трансценлентную фупкцию. 

Применение таких понязий, как трансцендентная пере- 
даточная фувкпия и часготная характеристика, к задаче 
флаттера самолета было дано Дж. Дугунджи 1). 


1) ририпйјі Г, Јошт. Аегопаші. 901., 19, 422 (1952). 


Глаза № 


СИСТЕМЫ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ 


В этой главе мы введем центральное понятие совре- 
мепной техники автоматического регулирования и стаби- 
лизацин: нопятие обратной связи. Мы введем это поня- 
тие, начав с рассмотрения простейших систем — липейных 
систем с постояниыми коэффициентами. Мы покажем, 
каким образом с помощью обратной связи достигается 
значительное повышение степени точносли процессов регу- 
лировапия и быстролы реакции системы на входной сиг- 
вал. Далее мы изложим принципы построения автомати- 
ческих систем с обратпой связыо, обеспечивающие их 
устойчивость и оптимальную отработку. 


4.1. Понятие обратной связи. Рассмотрим задачу 
о регулировании угловой скоростя турбогенераторного 
агрегата. Осповная цель регулирования заключается в под- 
держапип значения угловой скорости в достаточной бли- 
зости к ес заданной величине. Самый э, элемешарный под- 
ход к решению этой задачи состоит в использоваиии так 
называемой разомкиутой системы регулирования, в кото- 
рой мы стремимся уравновесить вращающий момеит, разви- 
ваемый паровой турбипой, и момент, потребляемый гене- 
ратором, т. е. момепт пагрузки. Такого уравиовешивания 
можно было бы достичь путем замера момента нагрузки 
с последующим дросселированием пара в соответствии с ве- 
личиной этого момсита, Однако есть все осисвация счи- 
тать, что такой метод уравновешивания не может быть 
совершенн: всегла будет оставаться некоторый неурав- 
новешенный момент (ошибка по моменту), который мы 
будем обозпачать через х(!). Этот остаточный момент 
будет сообщать ротору турбогенераторной установки пеко- 
торое угловое ускорение. Обозначив через у(} отклоне- 
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ние угловой скорости этого ротора от ее требуемого зна- 
чения, через /— момент инерции ротора и через с — коэф- 
фициепт демпфирования, обусловлениый расееиванием 
энергии, выпишем дифференциальное уравиепие движе- 
ния турбогенератора 1); 


19 су х(0). (4.1) 


Блок-схема рассматриваемой пами системы предста- 
влена на фиг. 28. Легко видеть, что это уже известная 
нам система первого порядка, изученная в предыдущей 
главе, с постоянной времени, равной //с; отношение же 


——— 
У(5) 


Фиг. 28 


установившегося значения отклонения скорости к оста- 
точиому моменту (ошибке по моменту) равно 1/с. По 
так как вес ротора турбогенераторной установки очень 
велик, то { представляет собой очень большую величипу. 
Значение же коэффициента с демпфирования очень мало, 
так как потери в обмотке генератора невелики. Слело- 
вательшо, постоянная времени системы чрезвычайно велика. 
А это означает, что всякое отклонение у ловой скорости 
5% ве пужпого значения будет практически иметь место 
в течение длительного времени и устранелис отклонений 
будет связано с трудностями. Кроме того, при малых 
1 <отклопениях угловой скорости остаточный неуравновешен- 
ный момент будет нсизбежно очень малым вследствие 
большой величины коэффиниепта 1/с. Совершенно очс- 


1) Это уривиение справедливо, если момент Г инерции турбо- 
теператора, т. е. ротора турбозеператорной установки, не менлется 
прн изменении угловой коордивалы $ ротора. При 2= (9) мало 
исходить из уравиения 


и 1 
печь ее (= 


где М,—сучма моментов внешних сил, включая демпфиролание.— 
Прим. перев. 
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видно, что такая система стабилизации угловой скорости 
турбогеператора практически бесполезна. 

Выясним теперь, как измепится качество стабилизации 
угловой скорости при переходе к так называемой замк- 
нутой системе регулирования. В замкнутой системе мы 
заставлясм управляющий вращающий момент, с помощью 
которого выравпиваетея угловая скорость турбогенератора, 
зависеть от стаби. изирусмой переменной. Это означает 
переход к такой схеме регулирования, в которой откры- 
тие заслонки (дросселя), регулирующей поступление пара 
на лопатки турбины, зависит не только от нагрузки, но 
также и от пвеличипы у олклонепия угловой скорости. 
Пусть эта вторая составляющая управляющего момента 
пропорциональна величние и с коэффициентом пропорци- 
ональности А. Когда угловая скорость превосходит ее 
стабилизирусмое зпачепие (и > 0), то заслонка прикры- 
вается и лращающий момент, вызывающий ускоренное вра- 
щение ротора, уменьшается на величину ву. Когда угловая 
скорость и лет по сравпепию с этим значением, вращаю- 
щий момепт увеличивается на величину ёр. Таким образом, 
в замкиутой сислеме движение ротора описывается диф- 
ферепциальным уравнепием 


19 (у= х Ц. (4.2) 


Единственное различис между уравнениями (4.1) и (4.2) 
заключается в замене коэффициелта с в (4.1) суммой с-- ё 
в (4.2). Следовательно, в этих условиях постоянная вре- 
мени системы равна /!(с--К), а отпомепие устаповивше- 
гося отклонения угловой скорости к остаточному моменту 
равно 1Ке-- ё). Поэтому переход к замкпутой системе 
регулирования позволяет в зпачительной мере уменьшить 
как постоянпую времени, так и ошибку по угловой скорости 
путем выбора параметра А гораздо бблышим, чем с, при- 
чем это очень легко осуществить, так как с мало. Бла- 
годаря этому имеется возможность разрабатывать замк- 
нутыс системы регулировапия, предпазначенные для точ- 
пого и быстрого регулирования и тем самым для боль- 
шого повышения качества переходных процессов. 

Блок-схему замкпутой системы можно представить 
схемы, показанной на фиг. 29; при этом переда- 
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точная функция самого турбогенератора как объекта 
регулирования сохраняется в том же виде, в каком она 
изображена на фиг. 28. На фиг. 29 мы ввели одно услов- 
ное обозначение, припятое в схемах систем с обратной 
связью: на схеме указаны знаки сложения и вычитания 
сигналов, поступающих на вход суммирующего звена 
{смесителя). ли пересечение двух линий помечепо 


втель 


в 


кҮ(5) 


Обошпная свлзь 


Фи. 29 


только точкой, то в э1ом пересечении не происходит 
ни сложения, ни вычитания. Здесь данная величина 
только «измеряется». Так, отклопение у угловой ско- 
рости измеряется на выходе турбогенератора и используется 
для образования управляющего вращающего момента. Как 
следует из рассмотрения фиг. 29, замкнутая система харак- 
теризуется наличием цеци обратной связи. Поэтому всю 
систему в целом естественпо называть системой автомати- 
ческого регулирования с обратной связью. 

В разобранном выше простом примере преимущество 
замкнутой системы над системой разомкнутой можно 
выявить путем сравиения дифференцнальных уравнений 
(44) и (4.2). В более же сложных системах удобно про- 


вести исследование лишь с привлечением метода перела- 


точной функции, 
разделах. 


от метод излагается в следующих 


4.2. Критерии для разработки систем с обратной 
связью. Рассмотрим общий случай системы автоматиче- 
ского регулирования с обратной слязыо и с передаточ- 
ными функциями Р, ($) и Ё, (5), подобными соответству- 
ющим передаточным функциям л схеме на фиг. 29. Р, (5) 
называется передаточной функцией прямой непи, а Ла (3) — 
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передаточной функцией цепи обратной связи. В этих 
условиях изображение Х (5) входа связано с изображе- 
нием У(5) выхода соотношением 


Ү(в) А, (5)1Х — 2.8) У 5). 


Разрешив последнее соотношение относительно У($). 
получим 
ЕЕ 
А) ЕР (8) Ра (8) 
где Ё. (5) предс:авляет собой, таким образом, передаточ- 
ную функцию системы илн, иначе, отношение язображе- 
ния выхода всей сислемы к ее вхо} 
Для удобства дальнейших рассуждений в выражениях 
для передаточных функций целесообразно выделить в яв- 
ном виде коэффициенты усиления К, и К» в передаточных 
функциях Г, (5) и Г,(5) соответственно. Таким образом, 
мы запишем 


Е, (8), (8.3) 


Р, (5) = Кб, (5), | 

5) = К.В. (5). | 

Очевидно, ч1о функция С(5) представляет собой без- 
размерную величину; размерность же передаточной функ- 
ции целиком вошла в коэффициент усиления К. Функ- 
ция С(5}) заключает в себе все «сведения» о строении 
передаточной фулкции; ипыми словами, 0(5} определяет 
нули и полюсы передаточной функции. Во всех дальней» 
щих рассуждениях мы будем обычно рассматривать влия- 
вие передаточной функции на процессы в системе как 
результат двух отдельных воздействий влияния 
расположения нулей и полюсов передаточной функции, 
т. с. влияния функции С (5), и влияния величины коэф- 
фФицифнта усиления К. Это разделение влияний величин К 
и С($) оправдывается еще и лем обстоятельством, что 
строение передаточной функции определяется  строе- 
нием счетного устройства блока усилительных и счетных 
звеньев впутри полной сисземы, характеризуемой функ- 
цией А (5), а величина коэффициента усиления опреде- 
ляется усилительным устройством этого блока. Более 
того, при проектировании всей замкнутой системы авто- 
матического регулирования на величины К и О(5) можно 
влиять почти независимо. В силу этих обстоятельств 


(4.4) 


5 црвь-сюз-севь 
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коэффициент К п функцию 0 (5) можно изменять, по су- 
ществу, порозпь и рассматривать их также порознь. 

Используя соотношения (4.4), перепишем передаточ- 
ную фупкцию Р, (5) в виде 


7 Е, (в) = 010105) Е 1 


ГЕК Ка Ее. 15} 


а 
гели Каба (У 

ко 0:0) 

Обозначим через Е (5) бражение по Лапласу рассогла- 

сования (ошибки) е(1) (3.11); тогда 

1 1 

У) АД О] 
В системах с простой обратпой связью, подобных 

системе, блок-схема которой изображена на фиг. 30, 


00,6, 9) (4.6) 


ена к 
Е(т)= КВ (5) 


Хә) Уб) 


Фиг, 30 


передаточная функция Ё, (5) цепи обратной связи сво- 
дится попросту к единице. Это означает, что для исполь- 
зования в системе управления с обратной связью выход- 


5 Үә У 
=.) (4.7) 
Е (5) 1 
те (4.8) 


Первым требованием, предъявляемым к системе авто- 
матического регулирования, или следящей системе, является 
Требование устойчивости. Это означает, что рыходное 
движение у(ё) системы пужно демифировать, за исклю- 
чением, быть может, тех случаев, когда выход должен 
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изменяться в установившемся режиме по синусоидаль- 
ному закону. Возвращаясь к исследованию, проведенному 
нами ви. 2.4, отметим следующее: в математическом 
отношении условие устойчивости равносильно утвержде- 
нию о том, что функция Р.($) не должна иметь полюсов 
в правой полуплоскости $, в которой вещественная часть $ 
положительна. В случае системы с простой обратной 
связью из соотношения (4.8} следует, что полюсами фупк- 
ции Р, (5) являются нули функции 


+ К.С, (5). (4.9) 


В системах с простой обратной связью полюсы функции 
Е,(5), в силу (4.7), служат нулями функции 


1 1 
Рак" (4.10) 


Отсюда мы получаем первый критерий, которому необ- 
ходимо удовлетворять при проектировании систем с обрат- 
ной связью: 

а) Функция П/Е,(5$), определяемая соотношениями 
(4.9) и (4.10), не должна иметь нулей в правой полу- 
плоскости комплексной переменной $. 

Вторым требованием, предъявляемым к системам авто- 
матического регулировапия, или следящим системам, 
является быстрота реакции (отработки). Пусть 5, — полюс 
функции Ё, ($). Тогда, вспоминая результаты исследова- 
ния, проведенного в п. 2.4, отметим, что выход системы 
содержит слагасмое, пропорциональное ез“, Таким обра- 
зом, быстрота реакции определястся величиной числа ѕ,. 
Чем больше величина 5, тем короче шкала времени и, 
следовательно, тем быстрее протекаст реакция системы. 
В?результате мы приходим ко второму критерию проек- 
тировапия систем с обратной связью, формулируемому 
следующим образом: 

б) Все нули функции ПР,(8), определяемые соотно- 
шениями (4.9) и (4.10), должны быть в достаточной сте- 
пени удалены влево от мнимой оси на плоскости комплекс- 
ной переменной 51). 


1) Более строго этот критерий сформулирован Я. З, Цыпкиным 
и П. В. Бромбергом [30], впервые сго предложившими. Прим. перев. 


5* 
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Если система с обратпой связью предназлачена для от- 
слеживания на выходе входпого сигнала, то выходная 
система должна (в устаповивщемся режиме, т. е. по ис- 
чезновении влияния переходного процесса) как можно 
точнее воспроизводить течение входной переменной системы. 
Поэтому для таких позициоиных систем имеет место тре- 
тье требование, заключающееся в том, ч1о отношепие 
Е(0);У (0) пзображепия установившейся ошибки қ уста- 
повившему выходу должно быть возможно меньшим. 
Это требование можно пыразить в пиде условия, налага- 
емого па коэффициенты усиления передаточных функций 
(4.6) и (4.8). 

Таким образом, мы приходим к третьему критерию: 

в) В позиционных следящих системах для достиже- 
ния точности отработки в общем случае систем с обрат- 
ной связью (1.5) требуется выполнение условия 


1 
0 Ко (4.11) 
и в случае систем с простой обратной связью (4.7)-—ус- 
ловия 


К»!. (4.12) 


Требования (а), (6) и (в) представляю! собой критерии, 
которым необходимо удовлетворять при проектировании 
следящих систем. На праклике обычпо бывает трудно 
цойностыо удовлетворить условиям (6) п (л) в желаемой 
мере, и в общем случае приходится прибегать к комиро- 

. инссу, что мы рассмотрим подробнее в следующих разде- 
*Лах. 


4.3. Метод Найквиста. Как уже отмечалось выше, 
передаточные фупкции обычпо представляют собой отпо- 
шения двух мпогочленов по степеням 5. Поэтому криг 
рий (а), сформулироваицый в предыдущем разделе, вообще 
говоря, равносилен гребованию отсутствия у мпогочлена 
корней, имеющих веществениую положительную часть. 
Эту класснческую задачу решил Э. Дж. Раус, нолучнв 
так называемые неравенства Рауса ‚ составленные цо опре- 
деленному способу с помощью коэффициентов данного 
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многочлена 1), Однако инженеры, работающие п области 
регулирования, пеохогпо пользуются этим критерием из-за 
неясности характера изменения левых часзей неравенств 
Рауса при изменении коэффилиентов многочлена 2). Инже- 
неры предлочитаюг метод исследования, основапвый на 
непосредсгвепиом использовании передагочных функций, 
определяемых соот ношениями (4.9) и (4.10), без дополпи- 
тельных иреобразований. Это иредиочтелие обусловлива- 
ется тем, что упомянутые передаточные функции пепо- 
средствепно отражают все имеющиеся данные о рассма- 
тривасмой системе и инженеры их ощущают «физически». 

Такой способ был разрабоган Г. Найквистом. Способ 
Найквиста осповап па следующей теореме Коши об ана- 
литической функини (5) комплексной переменной $3). 

Если функция | (х} имеет п нулей и т полюсов внутри 
области, ограниченной замкнутым контуром С, то при 
одном обходе этого контура по направлению движения 
часовой стрелки вектор } (5) совершит п— т оборотов 
вокруг начала координат также по направлению движе- 
ния часовой стрелки. 

Для применезия эгой весьма сильпой теоремы к нашей 
задаче выберем конзур С так, чгобы он охватывал всю 
правую часть плоскости комплекепой переменной 5, В КО- 
торой будуг расположены пули с вещественной положи- 
тельной частыо. Такой коптур изображен на фиг. 31; он 
образован мнимой осью н полуокружностыо радиуса 
Ю-> со, лежашей вправо от этой оси. Рассмотрим сперва 
более, простой ел чай, а именно, систему с простой обрат- 
ной связью. С помощью соотношения (4.10) мы устано- 
вили, что полюсы функции 1/Р, ($) суть нули функции 
6($). Пусть функция а (5) имеет т ну. лей в правой полу- 
плбекости комплексиой переменной $. Тогда функция 


1) Эти нерапенства, пазываемые обычно неравенствами Рауса— 
Гурвица, прлводязся почти в любом курес тоорстической моханики 
и теорви устойчивости и регулкрования. Доказательство. нсобходи- 
мости и достаточности этих неразенсгв имеется в [31, 32] (ивдук- 
тивный метол) ив [3] (лелуктилный метод). — рим. перев. 

2) И тем более при изменении первичных параметров системы, — 
Прим. перев. 

з} См., например, Унттекер, Ватсоп, Курс современного 
анализа, М.—Л., 1933, 6.31. 
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1/Е, (5) имеет внутри контура С т полюсов. Поэтому для 
того, чтобы функция 1/7, (5) не имела нулей в правой 
полуплоскости комплексной переменлой, необходимо, чтобы 
вектор 1/Ғ, (5) совершил т оборотов вокруг начала в на- 
правлении против врашепия часовой стрелки при обходе 
контура С, изображенного па фиг. 31, при А = ос. Как 
легко видеть, обращаясь к соотлотению (4.10), это тре- 
бование равносильно требоватию о том, чтобы вектор ИКС (5) 
совершил т оборогов прогив направления движения часо- 
вой стрелки вокруг точки — 15). 
Но так как коэффиииелт усиле- 
ния К продставляст собой по- 
стоянпую, последпее требование 
равносильно тому, чтобы век- 
тор 1/6(5) солершил т оборо- 
тов протия направлепия движе- 
пня часовой стрелки вокруг точ- 
қілосктет. кр --Қ. Само собой разумеется, 
переменной уто в тех случаях, когда функ- 
ция © (5) вовсе не имеет нулей 
в правой полуплоскости комп- 
лексной перемеппой $, т. е. при 
т = 0, критерий устойчивости, сформулированный Пайквис- 
том, требует, чтобы вектор 1/6 (5) не совершал вокруг точ- 
ки —К ни одного оборота. 
Проиллюютрируем применение этого способа на приме- 
ре простой передаточной функции: 


Фиг. 31 


Тоғйа (4.13) 


Рассмотрим прежде всего ту часть контура С, изображен- 
ного на фиг. 31, которая совпадает с мнимой осью; для 
этой части контура С 


1 См, №, 13, 20, 31], Прил. перев. 
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При о=0, 1/6 (1) = 10. Когда ы > оо, 10 (№) > —і оо. 
Поэтому с возрастанием ө от 0 до со абсолютная вели- 
чина вектора 1/0 (25) возрастает, а его фазовый угол уве- 
личивается от т/2 до 3=/2. При отрицательных значе- 
ниях ® траектория конца вектора 1/0 (7ь) являстся просто 
отражением соответствующей траскторип для положи- 
тельпых є относительно вещесл вепной оси, что следует из 


Фиг. 32 


свойства, выражасмого равенством (3.17). Таким образом, 
когда 5 пробегает вдоль мнимой оси, конец вектора 1/0 (є) 
описывавт кривую а50с, показанную па фиг. 32. 

Когда же точка з пробегает вдоль окружности доста- 
точно, большого радиуса, изображенной на фиг. 81, то 
1/6 (83 5°. Следовательно, по мере перемещения точки 5 
в направлении вращения часовой стрелки от і оо до— {с 
вектор 1/С (5) будет поворачизаться также в этом напра- 
влении, но в три раза быстрее. Этот участок траектории 
конца вектора 1/С (5), таким образом, определяется кривой, 
простирающейся от с до а на фиг. 32. Рассматривая тра- 
ектории, панссєнпые на этой фигуре, мы убеднмея, что 
если придать коэффициенту усиления К значение Ку, 
указанное на фигуре, то вектор 1/С($) в конечпом 
счете не совершит пи одного оборота вокруг точки — К]. 
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Так как функция 0 (5), определяемая равенством (4.13), 
не имсет нулей, то это обстоятельство озпачаст, что дан- 
ная система с обратной связью устойчива. Если же 
К = Ку, то вектор 1/0 ($) совершит около точки —-Ки два 
полных оборота. Поэтому при этом большем зпачении К 
следящая система с обратной спязыо будет неустойчива. 
Действительно, при этом значении К передаточиая функ- 
ция Р. (5) имсет два полюса с положительной веществен- 
ной частью. Грапичной точкой, соответствующей переходу 
от устойчивости к неустойчивости, является точка б 
(фиг. 32). Значения К, соответствующие устойчивой си- 
стеме, должны лежать между пачалом и этой точкой. 

В общем случае следящей системы задача исследова- 
ния устойчивости этой системы сводится к выяснению 
вопроса о том, имест ли функция 1, (8), определяемая 
соотношением (4.9), хотя бы один нуль в правой полу 
плоскости комплексной переменной $. Пепосредственное 
применение теоремы Коши к правой частн (4.9) связано 
с определенными неудобствами, так как при этом прихо- 
дится складывать два вектора: К, С, (5) и К,0,(5). Обо- 
значим через гт; п т, число пулей в правой полуплоско- 
сти комплексной переменной $ функций С, (5) в 0.(5) 
соответственно. а через иу и п, — число полюсов функций 
6, (5) н а,(5) в этой же области. Очевидно, что число 
полюсов функции !/Р.(5) в правой полуплоскости $ равно 
туп. Разделим теперь 1/2, (5) па К,0.(5); частное, по- 
лученное в результате этого деления, будет иметь т, 
полюсов и п, нулей. Но может оказаться, что некоторые 
из нулей совпадут с некоторыми из полюсов и в этом 
случае соответствующие нули и полюсы сократятся. Обо- 
знайим через 2 число исчезнувших таким образом нулей 
и полюсов. Упомянутое же частное равло 


1 1 

роты Кант" 9 

Число полюсов функции 1/Ё, (5) К.С, ($) в правой полу 
плоскости комплекеной переменной $ равшо числу пол 
сов функции 1/К К.С, (5) 0.(5) и равно, таким образом, 
т + т. Предположим теперь, что функция 1/Е. (5) не 
имеет нулей в правой полуплоскости комплексной пере- 
менной $, т. е. что система с обратной связью устойчива, 


5 
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Для этого случая число нулей и полюсов различных 
функций указано в табл. 2. Отсюда легко сделать Вывод, 
что п, 2-0 и что фулкция Е. (5) К, (5) также пе имеет 
нулей в правой полуплоскости з. 

Таблица 2 


| Число (0 


ой полуплоскости 
ременной Ур 


Функция —- а РЕ ЕЯ 
| погиосов 
=, я 2571 
©: . т, | 
63 (5) } лы р 
г. (У } о . 
НЕК} | па пита 


Следовательно, при обходе коитура С. изображенного 
на фиг. 31, вектор ИР, ($) К.б,{8) должен совершить 
— (ту + т,) оборотов по часовой стрелке вокруг начала. 
Обращаясь же к равенству (4.14), установим, что это 
условие устойчивости равносильно следующему: вектор 
11К,К.6, (5) С, (5) должен совершить, при обходе контура 
С, п+т, оборотов против часовой стрелки около точ- 
ки --1. Иначе говоря, вектор 1/0, ($) С,(5) должен со- 
вершить пы.- м, оборотов против часовой стрелки около 
точки -(К.К.). В этом и заключаегся критерий Найкви- 
ста для устойчивости системы автоматического регулиро- 
вания (сис\емы с обратной связью) общего типа. 

Существенной частью контура интегрирования, исполь- 
зуемого в теории Найквиста, служит мнимая ось, где 
=, что паглядпо показано в только что разобранном 
примере (фиг. 32). Поэтому для исследования вопроса об 
устойчивости системы можно пепосредственио исходить из 
частотных характеристик прямой цепи и цепи обратной свя- 
зи. Так как частотные характеристики составлых звеньев 
системы часто паходятся эқспериментальным. путем, то ме- 
тод, позволяющий непосредственно использовать эксперн- 
ментальные данные, обладает определенным преимуществом. 
Именио в этом заключастся достоинсгво способа Найкви- 
ста. Педостаток же этого способа связан с неясностью 
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в отношении степени (запаса) устойчивости при пользова- 
нии им. Иными словами, если система устойчива, то в 
какой мере она демпфирована? Для ответа на этот во- 
прос мы можем изменить рассмотрецпый критерий и потре- 
бовать, чтобы функция 1/Ғ, (5) не имела нулей правее 
некоторой прямой, параллельной мпимой оси на плоскости 
комплексной перемепной $ и расположенной влево от этой 
оси 5). Минимальная величина демпфирования определяет- 
ся расстоянием —№ между такой прямой и млимой осыо. 
При этом можно опять пользоваться критерием Найкви- 
ста, должным образом изменив коптур С, вдоль которого 
перемещается точка 5. и количество пулей т, пи И т, 
содержащихся в соответствующих передаточных фуикциях. 
Однако для фактического применения кригерия Найквиста 
в данной задаче пеобходимо располагать зпачепиями пере- 
даточных функций пе при == іо, а при 5 = А+. Ав 
этих условиях уже нельзя непосредствеино использовать 
частотные характеристики звсиъев системы и, таким обра- 
зом, способ Пайквиста теряет здесь свою главную цен- 
ность. В этом откошенин гораздо лучше метод, разра- 
ботанный У. Р. Ивэнсом*), который мы рассмотрим в сл 
дующем пункте. 


4.4, Метод Ивэнса. Начнем наше исследование со 
случая системы автоматического регулирования с простой 
обратной связью. В такой системе основная задача сво- 
дится к нахождению корней уравнения 


(4.15) 


при заданной функции С (5). Метод Ивэнса заключается 
в определении этих корней в функции коэффициента уси- 
ления К и называется поэтому методом геометрического 
места корней. Коль скоро найдена эта зависимость кор- 
ней от А, то всякое сочетание корпей определяет соот- 
ветствующее значение К. Таким образом, этот метод при- 
водит к гораздо более широким результатам по сравнению 
с обеспечением только требования (а) п. 4.2 и доставляет 


1) См. примечапие на стр. 67.—/7рим. ред. 
2) Еузаз №. В., ТгапзасНой о? іће Атейсап азме оғ Е1е- 
све Епріпсего, 67, 547—251 (1948). 
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фактическое решение задачи проектирования систем с об- 
ратной связью на основе всех трех требований, выдви- 
нутых в этом пункте. 

Определим строепне функций 0 (5) с помошью ес нулей 
рр ра :.., Ри Н полюсов 9, 4, ..., 9» Учитывая опре- 
деление коэффициента усиления, доставляемое равеиства- 
ми (3.16), (3.21) и (3.23), напишем 


и (4.16) 


где 


Для реальных систем коэффициенты многочленов, вхо- 
дящих в числитель н знаменатель выражения для функции 
@ (5), суть вещественные числа. Поэтому для таких систем 
нули р, ...р„ являются вещественными числами или обра- 
зуют комплексные сопряженные пары чисел. Подобным же 
образом и полюсы 9.,..., 9, представляют собой веществен- 
ные или попарно сопряжепные комплексные числа, Значит, 
и коэффициент Л всегда будет вещественным. В прикладных 
задачах исходные параметры или переменные системы оп- 
ределяются таким образом, чтобы веществепная величина 
А была, кроме того, и положительной. Поэтому в дальней- 
шем мы будем считать А вещественным положительным 
числом. В общем случае степень знаменателя фуикции С (5) 
равна степени числителя или превосходит ее, т. е. п» т. 

Выразим каждый сомножитель числителя и знаменателя 
правой части; (4.16) в векторпой форме: 


5— ру = Руе®, 


вера Рети, (4.17) 
5р вт, ) 
5—9 = Фей, 
фе, (4.18) 
5— 9 =. Че, 


вектор Ре имеет началом точку р,, а концом — точку 5. 
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Вектор 0,2" имсет началом точку 4» а копцом — 
точку 5 (5 — текущая точка ра плоскости комплексной пе- 
ременной 5). Используя равеуства (4.17) и (4.18), запишем 
С (5) в виде 


6) (4.19) 


Так как А- вешесгвеиное положительное число, то 
можно паписать вместо (4.19 


(4.20) 
где 
(4.21) 
и 
+ БФ, (Н 0). (4.22) 
Так как величины Р, ..,, Р. и 0, ..., О, суть модули 


векторов, определяемых рансиствами (4.17) н (4.18), то 
они положителе Поэто; положительюй является 
и величина Ю. С помощью новых величии осповнос урав- 
нение, определяющее кории обратлюй передаточной фук» 
ции системы (4.15), преобразлетея к виду 

-18 

В 
Поэтому, чтобы удовлетворить этому уравнению, пеобхо- 
димо обеспечить выполнение соотношений 


КВ=! (4.23) 


9=+ (4.24) 


Метод Ивэнса содержит два этапа: первый этап заклю- 
чается в определснин всех значений независимой перемен- 
ной $, удовлетворяющих условию (4.24), наложеппому на 
аргумент комплекспой переменой С (5). Далес, зная такое 
геометрическое место корпей, мы можем Подсчитать с ио- 
мощью (4.23) В и лем самым К вдоль всего этого геоме- 
трического места. Ивэпе разработал несколько полезных 
правил для построения геомстрического места корпей, 
к изложению которых мы и перейдем. 


4. 4. Метад Нвэнса т 


Правило 1. Так как, в силу уравпепия (4.15), при 
К=0 С(5) ос, то нули фупкцин 112, (5) являются по- 
люсами функции О (5). Это означает, что геометрическое 
место корней начинаелся в полюсах фупкции ($). 
Полюсы С{5) мы будем отмечать точками па плоскости 
комплекспой переменной 5. 

Правило 2. Так как при К» со 0 (5) 0, то при 
К->о> геометрическое место корней проходит через нули 
функции @(5). Эти пули мы будем отмечать малепькими 
кружками ва плоскости комплексной переменной 5. При 
п> т число пулей функции С(5) меньше числа пулей 
функции 1/7. (5), Ио в этом случае 0 (5) —=0 при 
5-5 ао. Поэтому недостающим пулям соответствует зна- 
чение 5 — оо, далее, при Достаточно больших $8 


буи 


фий 
Поэтому при таких значениях $ уравиепие (4.15) можно 
заменить приближенным уравиением 

5" м — КА, 


Таким образом определяются фазовые углы асимптот 
геометрического места кориеи: 


&=1,2,3,... (4.25) 


пт 


Правило 3. Па вещественлой оси геометрическое 
место корней представляет собой последовательпость 
сегментов, соедипяющиях пулии и полюсы функции С ($}, 
расположенные па этой оси. Мачалом геометрического 
места корней на вещественной оси служит пуль, расио- 
ложенпый правее всех остальных. 

В справедливо этого правила легко убедиться, 
рассматривая произвольную точку 5 па вещественной 
оси: углы между направлениями, проведсиными в эту 
точку из двух сопряжеиных нулей нли полосов, и вешест- 
венной осью равны -; 2 м —> или- 0 и — 0 соолветствепно. 
Таким образом, сумма каждой из этих пар углов равиа 
нулю. Угол же между направлением, проведенным в эту 
точку из какого-либо пуля или полюса па вещественной 
оси, и самой вещественной осью равен нулю для всех 
полюсов или нулей, лежащих влево от рассматриваемой 
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точки $, и равен х для всех нулей или полюсов, лежа- 
щих вправо от 5. Таким образом, соответствующая сумма 
равна т, если вправо от точки находится нечетное число 
полюсов и нулей функции С (5). 

Правило 4. Если геометрическое место корней от- 
клоняется от вещественной оси, то положение точки, 
в которой геометрическое место отходит от этой оси, 
можно оценить из того условия, что при малом отклопе- 
нии Аш от вещественной оси приращение угла 1), обуслов- 
лепное влиянием полюсов и нулей фупкции (5), распо- 
ложенных на оси влево от искомой точки, должно унич- 
тожаться приращепием этого же угла, обусловленным 
влиянием полюсов и пулей функции С (5), расположенных 
вправо от этой точки. 

Пример. Рассмотрим передаточную функцию 


(0,001) (2) (6) › _ 
(80,000 (5+2 6-6) 


При К =0 геометрическое место корней исходит из точек 

— 0,001, —2 и —6, лежащих на вещественной оси. От- 

резки геометрического места лежат между точками 

— 0,001 и —2 и между - би – оо. Здесь т= 0, п= 3. 

Поэтому, в силу (4.25), фазовые углы асимптот равны 
3 


6()= 


(4.26) 


+*/3, — и т. Применяя правило 4, получаем 
Аа да Аш 
40,001 7%: 15 м6 = 0 


или 
(+20. 36) +0, +0,001)0.+8) + 040,001)0. +2) =0. 
Отсюда %, определяется квадратным уравпепием 

3%2 + 16,0025, + 12,008 = 0, 


16,002 т 16,002 \ 19,0087 
5 -ИС о) 1208 оор. 


Правило 5, Положение точки, в которой геомет- 
рическое место корней пересекает мнимую ось при пере- 


1) Имеется в виду угол, определенный в правиле 3.— Грим. 
перев. 
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ходе в правую полуплоскость комплексной переменной $, 
часто можно оценить, пренебрегая малым по абсолютной 
величипе полюсом функции С (5). 

Пример. Рассмотрим опять передаточную функцию 
(4.26). На значительном удалении от начала ес можно 


{0,0017 (2) (6) 
5+0,001)(8+2)(5+6) 


Фиг. 33 


с очень хорошей точностью аппроксимировать функцией 


м 01) (9) (6). 
б (5) = 6)" 
Тогда 6, == =? (фиг. 33) и, следовательно, условие (4.24) 
сводится к равенству 


Пеева 


или 


Но, рассматривая график на фиг. 33, мы замечаем, что 
т 


и. = 
= Ч а=0, 


откуда следует 
аљ 3. 


Последиее равенство и представляет собой условие для 
определения точкн {/ пересечения, 
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Правило 6. Нанравлелие касательной к геометри- 
ческому месту корней при выходе его из какого-либо 
полюса (или при подходе его к какому-либо нулю) не- 
Трудно определить путем подсчета угла между этой каса- 


тельной в данном полюсе (или нуле) и вещественпой осью. 
ГА 


9, 


| 
| 
ца 


Фиг. 


При таком подсчете используются зависимости между 
фазовыми углами для всех пулей и полюсов'), располо- 
женных, по условию, в левой полуплоскости комплексной 
переменной 5. 

Пример. Па фиг. 34 изображено геометрическое 
место корпей передаточной фупкияи С(5), имеющей два 
нуля и два полюса на вещественной оси и одпу пару 
комплексных сопряженных полюсов. При достаточно ма- 
лом удалепий Точки з ог полюса 9; углы чл. $», 0, 8, и 0., 
соответствующие остальпым нулям и полюсам, останутся 
неизменными. Таким образом, в силу (4.24), угол 6, най- 
дется из уравнения 


(Фа) О 0 58) 0] ==, 
Перечислениые правила определяют основные свойства 
геометрического места корней. Это геометрическое место 


вне нулей и полюсов функции С (5) находится с помощью 
построения по точкам, после чего можио определить ха- 


1) См. (4.24), —Прия. перев. 
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рактер изменепия К вдоль построенной таким образом 
кривой. После того как желаемое расположепие корней 
уравпения 1/2, (5) = 0 выбрано, паходится соответствую- 
щее значение К. 

Тем самым завершается процесс синтеза системы с об- 
ратной связью‘). 


4.5. Гидродинамическая аналогия метода геометри- 
ческого места корней, Сочетая соотноиения (4.15) и (4.16), 
получаем 


8—9) 6—9).. 


5—9) _ 
(8-р) (5— Р). Ка 


бр = 
Логарифмируя обе части этого равенства и деля ре- 
зультат на Эт приходим к соотношению 


т 
Ув 
ря 


(+). (4.27) 


Соотпошение (4.27) можно физически истолковать раз- 
личными способами. Чрезвычайпо паглядпый способ истол- 
кования состоит в том, чтобы рассматривать функцию 
И (5) в качестве комплексного потенииала скоростей 
плоского безвихревого течения идеальной несжимаемой 
жидкости *)3). Обозначим через $ (3, ~) и Ф(А, в} потен- 
циальную функцию и функцию тока данлого течения со- 
ответственио/.Тогда 


№ (5) = ФА, ы) 4-00, ы), (4.28) 


И У 9) 


где =) (». В таком случае соотношечие (4.27), рас- 
сматриваемос как уравнение геометрического места кор- 


1} Слехуст указать, что прошессом снитеза, вообще говоря, 
назыпается злачительно более сложная операция, см. |5, 9, 16].— 
Прим. ред. 

зу См 
Үогк, 1948. 

2) Сы. также (34, 35]. — Прим. перев. 


$ Цань.Сюэ-Сань 


например, ігееісг У. 1., Рішій бупатіс, Мея 
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ней для передаточной функции 1/Ё, (5), можно истолко- 
вать, как уравнение линий, вдоль которых функция тока 
Ф сохраняет постоянное зпачепие, равиое 1/2. Пользуясь 
языком гидромеханики, Можно сказать, что геометриче- 
ское место корней состоят, таким образом, из ветвей 
линий тока, соответствующих постоянной, равной 1/2. 
Что касается потенциальной функции, то она испытывает 
изменение вдоль линий тока и равна 


2 а КА. 


Соотношение (4.27) означает, что данпое течение воз- 
никло под действием и источников единичной интенсив- 


ности, расположенных в точках @, 9», ..., 9», И т СТОКОВ, 
также единичной интепсивпости, расположенных в точках 
р, рь .-.. Ри. На наших графиках, иллюстрирующих 


распределение нулей и полюсов на плоскости комплекс- 
ной переменной 5, источники помечепы точками, а сто- 
ки ~ кружочками. Такое истолкование сразу позволяет 
«физически ощутить» смысл геометрического места корней, 
примеры которого графически изображены на фиг. 33 и 34. 

Гидродинамическая аналогия очень полезна также 
и для выявления измепений, которые целесообразно внести 
в цепь обратпой связи системы для повышения качества 
системы. Пусть, например, система определяется переда- 
точной функцией 


69 - 


191<1%1. 


55—91) (5—92) ' 


Недостаток этой системы заключается в том, что опа 
пеустойчива в замкнутом режиме при весьма низких 
знанениях коэффициента усиления К и потому не может 
удовлетворить требованию (в) п. 4.2. Геометрическое 
место корпей для этой системы подобно геометриче- 
скому месту, изображенному на фиг. 33. Прибегая к 
гидродинамической аналогии, мы немедленно обнаружим, 
что точку И пересечепия геометрического места с мни- 
мой осью можно переместить вверх, сдвинув влево 
часть лниии тока в окрестности точки И; для этого 
достаточно ввести сток р, вблизи полюса фу и источник 
4. вблизи полюса 9,. Измененная таким образом переда- 
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точная функция будет иметь вид 
К 5—р,) 9193 
в9=%. 0—8) _ 9, 
9 Ре (5—4) = (8—9) (543) 
а соответствующее геометрическое место корней изобра- 
жено на фиг. 35. Так как |р.|< [4.\, то дополнительная 
передаточная фупкция, которая на блок-схеме измененной 


Фиг. 35 


системы подключается последовательно к исходной пере- 
даточной фупкции, должна определять фазосиерсжающий 
контур, подобный контуру, рассмотрепвому в п. 8.3 
и хараќтеризуехому персдаточной функцией (3.27). 
Ридродинамнческая аналогия снособствует также вы- 
явлению возможностей повышения быстродействия систе- 
мы, ‘медленно рсагирующей на входное воздействие, путем 
вцесепия необходимых изменений в цепь обратпой связи. 
В силу критерия (5) п. 4.2 для быстрой отработки 
системы необходимо, чтобы вещественная часть корней 
характеристического уравнения была достаточно большой 
по абсолютной величиие. Рассмотрим для простоты лнней- 
ную механическую систему первого порядка, характери- 
зуемую малым по абсолютной величине полюсом 4, пере- 
даточной функции, лежащим на вещественной оси. Если 


6* 
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к такой системе последовательно подключить сильно демп- 
фированвый электрический коптур, характеризуемый боль- 
шим по абсолютной величине полюсом 9, его передаточ- 
ной функции, также лежащим па отрицательпой веще- 
ственной полуоси, то качество переходного процесса на 
выходе системы не улучиятся, так как в ней попрежиему 
останется малый по абсолютной величине полюс 9. Зам- 
кнем в этом случае систему с помощью цепи обратной 
связи. Обращаясь к линиям тока, т. е. к геометрическому 
месту корней, мы замечаем, что с увеличением коэффи- 
циепта усилепия К меньший по абсолютной величине 
корепь 9, характеристического уравнения смещается влево 
в паправлепин кория 4,, большего по абсолютной всли- 
чине. Поэтому путем подходящего выбора коэффициента 
К можно увеличить абсолютную величину этих корией 
так, чтобы они лежали гораздо левес первоначального 
положения корня 4, и тем самым резко увеличить 
быстроту реакции системы, 

Метод геометрического места корней можно применить 
также и К системам автоматического регулирования с об- 
ратной связью общего вида. В этом случае дело сводится 
к построению геометрического места корпей уравиения 
ИР. (5) = 0, где фупкция ИЕ. (5) =1+- ИКС ($) онреде- 
ляется соотношепием (4.15). Таким образом, геометри- 
ческое место корней определяется условием 

1 
101 (5 


Так как корпи уравнения (4.15) отличпы от нулей 
функции б, (6), то можно разделить обе части последиего 
равенства па С, (5)/К;, в результате чего будем иметь 


1 
ту -К.К.. {4.29) 


Введя обозначения 
а (6) = С, 6) О, (8), 
К=К,К 
уравпспия (4.29) и (4.15), мы обнаружим, что 


задача построения геометрического места корпей для си- 
стемы автоматического регулирования с произволыюй 


(4.30) 
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структурой цепи обратной связи свелась к аналогичной 
задаче для системы автоматического регулирования © про- 
стой обратной связыо, т. е. к только что разобранной 
задаче. Действительно, выполиениое в п. 4.3 попробное 
исследование, касающееся применения способа Найквиста 
к системе автоматического регулирования © обратпой 
связью общего вида, показывает, что метод ириведения, 
определяемый соотношениями (4.30), пригодеи и в этой 
задаче, Следовательно, с учетом соотпошелий приведения 
(4.30) исчезает различие между системами 
автоматического регулирования ©. простой обратной СВЯЗЬЮ 
и системами с обратной связыо общего вида в той мере, 
в какой это каса я обесисчения качества регулирова- 
ния, характеризуемого критериями (а), (б) и (в), уста- 
ловлсиными в разделе 4.2. И только в задачах, связан- 
ных с обеспечением определенных количественных законо- 
мерностей в системах с обратной связью, необходимо 
должным образом учитывать различие сежду строением 
передаточных функций Р, ($), характеризусмых выраже- 
пиями (4.3), с оштой стороны, и (4.7) —с лру1ой. 


4.6. Метод Боде. В точке на фиг. 33 и 35, в кото- 
рой геометрическое место корней пересекает мнимую ось 
при переходе в правую полуплоскость комплексной пере- 
мениой 5, корень, по определепяю, являстся чисто мнимой 
величиной; обозначим ее через ію, Другими словами, 
уравнение (4.15) удовлетворяется при == 15*, т. е. 


Ка (9%) = Р (п) = — = 1-е-". 


Поэтому критическое состояние системы в смысле пе- 
рехода от устойчивости к пеустойчивости имеет место при 
том условий. что амплитуда М частотной ара ктеристики 
равна сдинице и в то же время фазовый угол 6 этой 
характеристики равен п. Это условис для критического 
состояния можно вывести также и из критерия Пайквиста, 
согласно которому критическое состоялие системы опреде- 
ляется прохождением характеристики 12Р (ію) через точку 
—11). В самом деле, обращаясь к типовому примеру 


1) По критерию Рауса—Гурвика это критическое состояние 
системы определястся обращением в муль предпоследнего определи“ 
теля Гуреица, — Прим. перев, 
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частотной характеристики, каким является характеристика 
на фиг. 32, мы заключаем, что для устойчивости системы 
эта характеристика должна охватывать точку — 1. Так как 
абсолютная величина фупкции 1/А (#5) в общем случае поз- 
растает с ростом ®, то охват этой характеристикой точки 
— 1 можно обеспечить, сделав абсолютную величину функ- 
ции 1/2 (о) большей единицы при том значении є, при 
котором фазовый угол (аргумент) комплексной величины 
1/2 (25) равен =. Последнее требовапие равносильно тре- 
бованию о том, чтобы число М было меньше единицы 
при 6 = —=. Иначе говоря, величина @ должпа быть 
больше, чем —-т, при М = 1. Это условие устойчивости 
лежит в основе метода Боде; значение частоты, при кото- 
рой амплитуда М частотной характеристики равна единице, 
называется частотой среза, а разность между 9 и —= 
называется избытком фазы (запасом по фазе). В этих тер- 
минах критерий устойчивости Боде требует, чтобы при 
частоте среза избыток фазы составлял от 30° до 50°. На 
логарифмической амплитудно-частотной характсристике 
частота среза равна частоте, при которой в М = 0, и это 
обстоятельство позволяет легко применять критерий 
Боде. Я 

Метод Боде аналогичен методу Найквиста в том отно- 
шении, что он допускаст непосредственное исполъзованне 
частотных характеристик. Однако наряду с этим преиму- 
ществом метода Боде, связанным с его простотой, послед- 
ний обладает по сравнению с методом Ивэпса тем недо- 
статком, что с его помощью не представляется возмож: 
ным определить степень устойчивости. Р. М. Осборн 1) 
предпринял попытку улучшить в этом отношении метод 
Боде и, получил полуэмпирическую формулу для подсчета 
коэффициента { демпфирования, соответствующего наи- 
большему критическому корню: 


есы. (4.31) 


Здесь а — избыток фазы при частоте среза, т -- наклон 
логарифмической амплитудно-частотной характеристики 


1)Осборн Р, М., Доклад, прочитанный на летней сессии 
Института инженеров-радистов (Е), Сан-Франциско, август 1949. 
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(169 М в функции ©) при частоте среза. При этом единица 
измерения времени для С та же, что и для є. Так, если 
а=30°, ат= 1,7, то & = 12 1,7) = 0,3. 


4.7, Вопросы синтеза передаточной функция. Различ- 
ные методы исследования устойчивости систем автомати- 
ческого регулирования (систем с обратной связыо), рас- 
смотренные в предыдущих пунктах, являются главным 
образом методами анализа. Частично они представляют 
собой и методы сиитеза, т. е. методы построепия переда- 
точной функции, по лишь в той мере, в которой они 
предоставляют возможность установить диапазон возмож- 
ных значений коэффициента усиления К. Конечно, ука- 
зания о возможных изменениях строения передаточной 
функции, позволяющих улучшить качество переходных 
процессов в системе, можно получить как с помощью 
метода анализа, так и с помощыю метода синтеза. Это 
в особенности относится к методу геометрического места 
корней. Однако осушествление выясненных таким обра- 
зом желаемых изменений в передаточной функции путем 
соответственвых изменений физических звеньев системы 
зависит главпым образом от инженерного искусства в об- 
ласти систем автоматического регулирования, 

Общее решение этой задачи синтеза известно только 
в одном отношении — в отношении синтеза электрической 
цепи, состоящей из активных сопротивлений и емкостей, 
т. е. цепи типа ВС, по заданным нулям и полюсам пере- 
даточной функции такой цепи. Так как подобные цепи 
обладают большой гибкостью и очень часто используются 
для компенсации передаточных функций других элементов 
в системе. и так как требуемые изменения передаточной 
функции часто можно свести к заданию дополнительных 
нулей и полюсов, то наличие этого общего решения задачи 
синтеза передаточной функции представляется весьма 
важным. В решение этой задачи важный вклад внесли 
Э. А. Гильемен 1) и Л. Вейнберг *)3). Мы не будем здесь 


1) биїПетіп Е. А., Јошт. Май. апа Рћуѕ., 28, 22-44 
(1949). 

2) Ме! пЪеги 1., Јошт. Арр!. Рћуз., 24, 207—216 (1953). 

а) Подробное изложепне этих работ имеется в сборнике [32}, 
гл. У.-_ Прим. перев. 
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углубляться в рассмотрение данного вопроса, а только 
подчеркпем имсющуюся возможность физически осуще- 
ствлять цепи типа КС, обладающие очень сложными свой- 
ствами. 


4.8. Многоконтурные системы автоматического реғу- 
лирования. До сих пор мы изучали только одноконтур- 
ные системы автоматического регулирования. В инженер- 
ной практике часго приходится прибегать к более слож- 
ным системам. Так, например, на фиг. 36 изображена 


оен эл ны Е а а 


2) 


Ед) 


олектарунций ИИ 
Мантра а 


в)— 
Фиг. 36 


блок-схема типичной системы !) автоматического управле- 
ния врамательным движением самолета около одной из осей. 
Впутренняя цепь представляет собой так называемую 
внутрент'ою обратную связь по движению руля или жест- 
кую обратную связь. При разомкнутой внутренпей цепи 
мы возвращаемся к обычной системе управления с обрат- 
ной хвязыо, так что имест место соотпошение 


у У) _ АР. (5) 
= тт) Р) 08)" 


Гели же замкнуты обе цепи, то 
А) = Е, (8) [Х 9-2 (9 – Р, (8) У] 


(4.39) 


Ү (5) = Р, ($) А (5). 


1) Вескег 1.., Аегопаші, Епд. Веу., Зерйельег 1951, р. 17. 
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Поэтому 


а) _ Е) 
ХО ТРА РОУ) (639) 


У(5) _ Р. { 
Хх) ТЗ: (9+ 


Следовательно, устойчивость и характер реакции системы 
управления зависят от значепий нулей функции 


19Р, (59-Е Р, (5) Ра (5) Р (5). 


) Р (5) 
108) Ра ($) Ру (8) 7 (230) 


Одно из затруднений, возникающих при разработке 
хорошей системы управления, заключается в нсобходи- 
мости одновременного обеспечения точпости управления 


Регулятор 
разомкнутой 
цепа 


Ғе) 


т Нейзменкемал) 
включенный мпсть У} 
регулятор гасе 

Б) ЕС) 


Параллель 
анлюженний 
регулятор 


Вз) 


Фиг. 37 


и тем самым высокого коэффициента усиления Ки до- 
статочного быстродействия вместе с удовлетворительным 
демпфированием. Это обстоятельство привело к идее соче- 
тания систем замкпутого цикла с системами разомкиутого 
пикла, предложенной Дж. Р. Муром 1} 2), Для хяснения 
этой идеи рассмотрим систему, схематически представлен- 
ную на фиг. 37; в этой системе осушествлено параллельное 
соединение замкнутой системы и разомкнутой системы. 


1) Мооге Ј. В., Ргос, ЩЕ, 39, 1421—1432 (1951). 
2) Сы. также [36]. 
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Исходя из схемы фиг. 37,. получим 


Ра (8х (8) = У, (8) } 
и $ (4.35) 
(5) = Е, (5) (У, (8) +2, (5) [А (9 — А, (8) У (8). ) 
Исключив У, (5) из уравнений" последней системы и разре- 
шив полученное уравнение отиосительно У (5), будем иметь 


УО) Рк) РО (4.36) 

Хх) 1 (5) 2, (5) (8) 7 у 
Таким образом, устойчивость и быстрота реакции системы 
зависят от нулей функции 1-4 Р, (5) Р, ($) Р, (5). 

Так как функция ХР, (5) фиксирована, то задача синтеза 
заключается в разыскании подходящих передаточных функ- 
ций Р,(5) и Р,(5}. Действительное течение выхода систе- 
мы, в особенности величина установившейся ошибки, 
зависит от персдаточиой фупкции Ё, (5) регулятора разом- 
кнутой цепи. Поэтому цепь обратной. связи предназначена 
главным образом для обеспечения устойчивости системы 
и должного качества перехоллых процессов, тогда как 
установившиеся (или «силхронизирующие») зпачения пе- 
ременных определяются в значительной мере действием 
разомкиутой части системы. 

Гели система предназначена для одновременного регу- 
лирования нескольких переменных, которые к тому же 
связаны между собой, как это имеет место, иапример, 
в паровой машине, то схема системы состоит из большого 
числа замкнутых контуров со сложными линиями обратных 
связей 1). „Примером наиболее сложной системы такого 
типа служит, вероятно, система автоматического управ- 
ления самолетом ?). Хотя исследование такой системы 
и подчиняется тем же принципам, на основании которых 
выполияётся исследование более простых систем автомати- 
ческого регулирования, изложенное в этой главе, однако 
анализ столь сложной системы практически невыполним 
без использования электронных моделей. Но в этом 
и заключается единственный путь технического развития, 
состоящего в процессе перехода от припципов к прахти- 
ческому осуществлению. 


1} См., например, Нёплу Ј., Венеипизеоме, 2ӣгіећ, 1946, 
2) Кеа Ј., Аегопам, Её. Веу., Мочетьег 1951, р. 139. 


Глава У 


АВТОНОМНОЕ РЕГУЛИРОВАНИЕ 


Для сложных систем с несколькими регулируемыми 
переменными и при наличии взаимодействия между этими 
регулируемыми переменлыми в общем случае требуется 
добавить новый критерий, которому такая система долж- 
на удовлетворять: критерий автономпости !). Например» 
состояние турбсргактивного двигателя с дожиганием опре- 
деляется следующими переменными: угловой скоростью 
турбокомпрессорного агрегата, количеством топлива, пода- 
ваемого в камеры горения в единицу времени, и площадью 
поперечного сечения выходного отверстия для газов 
в хвостовой части двигателя. Однако управление этим 
двигателем можно вести, исходя из фиксированных значе- 
ний скорости, подачн топлива в камеры горения в еди- 
ницу времени и подачи топлива в камеру дожигания 
в единицу времени. В таких условиях становится оче- 
видпым, что один из критериев, на основе которых ве- 
дется разработка системы автоматического управления 
двигателем, должен требовать независимости настройки 
по каждой из трех регулируемых персменных: изменение 
режима подачу топлива в камеру дожигания не должно 
отражаться „НА угловой скорости ротора двигателя, 
а изменсниё этой угловой скорости не должно требовать 
изменения ‘режима питания топливом камер горения?). 
Решение этой конкретной задачи заключается в разработке 


1) Автономность регулирования озпачает, что при возбуждении 
персходиого процесса только по какой-либо одиой из регулируемых 
переменных зпачепия остальных регулируемых переменных не 
должны изменяться под влиянием этого процесса. — Прим. перев. 

зу Очевидно, что последнее требование может выполняться лишь 
в определенном диапазоне скоростей, так как, например, при расходе 
топлива, минимально достаточном для режима малого газа, нельзя 
добиться большего числа оборотов никакими приемами регули- 
рования. — Прим. перев. 
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определенного метода регулирования выходного сечения 
двигателя в соответствии со значениями других перемен- 
ных и в разработке наднежащей системы автоматики. 
Цель настоящей главы и заключается в изложении общего 
метода синтеза такого ун тройства для автопомного регу- 
лирования систем любой сложпости. Этот общий метод 
впервые дали А. С. Боксенбом и Р. Худ\)?). 


5.1. Регулирование системы с одной переменной. Рас- 
смотрим прежде всего простую систему с сдииственным 
регулируемым выходом и( и единственным входом х (ї), 
который можно настраивать па определенное значение. 


М5) 
+ ВЫ Двизатель |_^_ У) 
я - поа ин Е) 
20) ! 
а 


Фиг. 38 


Пусть У (5) и Х (5) суть изображения по Лапласу соответ- 
степных величин. Обратимся $ системе регулировапия, 
выполненной на основе схемы, показанной на фиг. 38. На 
этой схеме Е (5) передаточная функция двигателя, 2 (5) — 
персдаточная функция цепи обратной связи, © (5) — псре- 
даточная фупкция псполпительного привода и (С ($) переда- 
точная функция регулятора. Здесь проектировщик может 
легко изменять только функпию С(5). Эта система незна- 
чительно отличается от простой системы, приведенной на 
фиг. 29, в том отношении, что между исполнительным 
приводом и двигателем введепо возмущение У(5), выра- 
жающее случайные внешние влияния, 


1) Вокѕзельот А. 5., Ноой К., МАСА ТВ 980 (1950). 
2) Подобный метод бил впервые предложен Вознесенским И. И., 
см. [87].—7Лрим. ред. 
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Изображение (5) входа двигателя связано с изобра- 
жением Ү (5) сго выхода с помощыо соотцошения 


у(5) = 205) (8) Е (Ни О, (5.0) 


где (7 (5) — изображение выхода регулятора, в свою очередь 
определяемое соотношением 


Ов) = С (8) [Х (9) — 2 (8)]= С (5) [А (8) – (8) У (5). (5.2) 


Исключив {7 ($) из соотношений (5.1) и (5.2), получим 


80059609) 


У - у (8700911 


-Х (8) + 


тув дю ЕЕ"). 6.3) 


Это соотпошепне дает изображение выхода при опре- 
деленных пачальных значениях фупкции и (2) и определеи- 
вом входе х(!). Если в выражении, стоящем в правой 
части равенства (5.3), отбросить второе слагаемое, харак- 
теризующес влияпие возмущения У (5), то это выраже- 
ние совпадет с выражением (4.3), рапєе найденным для 
простых систем автоматического регулирования, и иссле- 
довапне свойств рассматриваемой здесь системы можпо 
провести подобным же образом. Однако в случае более 
сложных систем эту схему необходимо обобщить; к такому 
обобщению Мы сейчас и перейде» 


5.2. Регулирование системы со многими перемен- 
ными 1). Пусть двигатель имест { выходов 


У, ($), У, (5), о У), о 71) 
и п входов 


У, (5, №, ($), .... ($), ...› И, (8). 


1) Такие системы называются многомерными, см. [38]. — Прим. 
перев. 
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В этих условиях обобщением соотношения (5.1) служит 
система равенств 


= Е, (8) (+ 
ФЕ, (8), (9) 
у т, 95 


У, ( | 
| 

2090.099 А) | (5.4) 
: И | 
| 
Ј 


+ В», (8) 10, (8), 


Ү, (5) Ен, + 
(9 (Вы (8), (9). 


Каждая из фупкций Ё, (5) представляет собой передаточную 
функцию, которая при приложении входного воздействия 
б) доставляет одну из составляющих изображения 

(5) выхода системы по /-й координате. Следовательно, 
СА Е» ($), вообще говоря, представляет собой отно- 
шение двух а многочленов относительно 5; функция Ё, (5) 
находится или аналитическим путем с помощью расчета 
двигателя, или экспериментально с помощью снятия его 
частотных характеристик. Систему соотношений (5.4) 
можно записагь в более сжатом виде: 


У, (в) = У Еу. (8) 10, (5). (5.5) 
&- 


=1 


Таблица коэффициситов Е... (5) образуст матрицу, которую 
можно В соответствии с сс смыслом назвагь матрицей 
передаточных функций; условимся обозначать ее через Ё. 
Мы можем Тогда считать, что входы Ж (5) «входят» 
в соответствующие столбцы матрицы Ё, а выходы У, (8) 
«выходят» из соотвстетвуюих строк этой матрицы 1), 
согласно схеме на фиг. 39. Мы будем интересоваться тем 


1) Систему (5.5) можно записмь в матричном виде: У — ЁЎ, 


Я я м, И 
тде У—_матрица-столбец ( И | 17 — матрица-столбец |: ыы 
| |у, и (5 


сы. также [13, 39, 40]. — Прим. перев. 
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случаем, когда число входов превышает число выходов 
или равно ему, т. е. п> і. Поэтому матрица Е ~ прямо- 
угольная, причем число столбцов превышает число строк 1). 
В дальнейшем квадратную матрицу, образуемую элемен- 
тами только первых і сголбцов, мы будем обозначать 
через Б*, 

Так как число сходпых координат двигателя превышает 
число выходных коордипал, то для полного определения 


поведения системы, кроме значений Х, (5) (= 1, ..., 2 
выходов Ү.,(5), требустея также залазь значения Е, (8) 
(в = 2-1, ..., л) переменных , (5). Следовательно, регу- 
лируемыми переменными будут і выходов У. (5) (у= 1,..., 2) 
и п—і входов !,(5) двигателя. Обозначим через 1, ($) 
значения №, (5), измеревные на входе звспа сбра1ной 
связи. Тегда рассогласования системы выразятся разностя- 
ми =,(5)- 1, (5). Расссгласования по выходным перемен- 
ным двигателя определяются разностями Х,(5)— 2. ($), 
где 2,($) (у= 1,..., Й) представляют собой значения этих 
выходпых перемеппых, измеренные па выходе звена обрат- 
ной связи (на фяг. 38). Пазпачение регулятора состоит 
в том, чтобы восприлимать эти рассогласования как его 
входные переменные и вырабатывать сигналы (/, (5), управ- 
ляющие перемещепием исполнительных приводов. В этом 
заключается цель введения обратной связи. 


1) При п> і. — Прим. персо. 
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Обобщение системы управления на случай мпогомерной 
системы состоит в том, что управляющие сигналы состав- 
ляются, как линейные формы от всех рассогласований. 
Так как имеется п сигналов рассогласований, 10 число 
управляющих сигналов также равно п; таким образом, 
Е иринимает все значения от 1 до п включительно, и мы 
получаем 


И = С. (4,2) 4 Сы (Хь- С (ХД) 55 
Саба а) +. БС, (Е, = т,» 
Са (= 2) С (Хы 25) то, 


Я С (а Ты) 


0 (0)= (0—21) 
Са (а ана) 2 С (В, — 1) 


где мы разбили матрину передаточных функций, с помощью 
которых образуются управляющие сигналы, на две мат- 
рипы С и С’ для того, чобы в явной форме выделить 
два вида рассогласований. Равенства (5.6) можно записать 
в более сжатом виде1): 


і я 
0, (= У Сы, (0—25) 5 бы =, —Х,); (5.7) 


у=1, 9,...,& Ё 


Каждая. из величин Сь, и Съ. конечно, представляет 
собой отношение двух мпогочленов относительно $. Соот- 
ношения (5.6) и (5.7) можно также изобразить графически 
с помощью схемы, приведенной па фиг. 40. 

Величины 2, (5) м Т, (5), измеряемые на выходе блока 
обратной связи, выражаются через величины 7.($) и 10, (5) 


1) Или в матричной форме: И=С(Х— 7) +С (5—1), где И 
| бы Т СС (9 д; ХЕХ @, Е ЕЕТЕ, 1, 1 
СС пи рен, 09—21, 0). 
— Прим. перев. 
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с помощью передаточных функций 2, (5) и Дь ($) этого 
блока: 
2, (5) == лм (5) У. (8), (5.8) 


Т0) =, (9, (8). (5.9) 
Каждый управляющий сигнад будет действовать на 


соответствующий исполнительный иривод. Выходные же 
координаты этих приводов совместно с возмущениями 


6 с' 
Фиг. 40 


У, (5) определяют входные Координагы Ж, (5) двигателя. 
Если мы абозначим через $5, (ѕ) передаточные функции 
исполнитеябных приводов, то 
№, (5) = в (8) М, 8) У, (8), (5.10) 
вы: 1, 2,..., 5. 


Соотношения от (5.4) до (5.10) полностью описывают 
действие системы управления двигателем со многими ре- 
гулируемыми параметрами. 

На фиг. 41 изображена блок-схема системы с тремя 
выходлыми координатами У, (5), У, (5) и У,(5) двигателя 
и двумя регулируемыми входными воздействиями 1, (5) 
и 1, (5), приложеппыми к двигателю. Вся система ока- 
зывается замкнутой, за исключепием задающих сигналов 


7 Цаянь-Сюэ-Сэнь 
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и внешних возмущающих воздействий, которые могут быть 
приложены к системе извне. 

Исключив фуикции 0, (5), 2, (5) и Т, (5) из написанной 
выше системы уравнений, мы получим выражения для 


ци 
уу, Испалнинте, 5 4 
ИТР НЫ Регуляторы 
З 1———1 Си бе ба бы 
+ 4+ = ГА Й н, 
Соз бар Соз ОН СВ 
ч Ш | Исполнительные 
Со, Оа Сла Сре СБ) ровы Ф 
НОЯ В 
Си Со ба би 051 8а = 0 
б ба бы бы 05—91 85 - 
АЯЙ | \ | | ы 
Измерители 
Би Е ББ Ен Еау 1а - 
Ен Е Ев Вы Бате а |5 
Ез Езз Ез Ем Ез 15 | 
а 7, 
т регул 
Рания уд ир 


ХіХ. Хз 5, 55 
Задоюцие сигналы 


Фиг. 1 


У; ($) и, (5) в виде 


п 


ү) = У 


Е! [+ 


2 Е, (8) З, (5) С, (5) [Ху 6) — № (8) У, (91 + 


+ Ў 8.0959 018,9 


він 
1 0 ТЕУ} (5.1) 
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у, (9) = У 5.96 ХЭ, 


+ „Д, 5, (9) Са БЕ, (6) — Да (910, (14-7, (89. 6.19) 


Соотношения (5.11) и (5.12) позволяют перейти к более 
компактному виду блок-схемы рассматриваемой системы 
по сравнению с блок-схемой, приведенной на фиг. 41. 


Е. 
-. то 
. 
5с Е о | 
Матрица системы 
Фиг. 42 


Это компактное представление, указанное на фиг. 42, 
основано па. введении единой матрицы системы, в которой 
входами служат сигналы рассогласований, а выходами — 
регулируемые переменные. Матрица ЕЅС на фиг. 42 пред- 
ставляет собой матрицу, в которой элемент, расположен- 
ный на лересечении у-го столбца и ј-й строки, равен 
Еһ Эк Сах. Подобным же образом в матрице ЕЗС’ эле- 
мент, расположенный на пересечении ј-й строки и в-го 
столбца, равен Ё, 5,, Сі,. Точно так же элементы мат- 
рицы 8С равны $„Сь», а элементы матрицы $С” равны 
5„Сфь. Внешние возмущения У, вводятся через посредство 
еще одной матрицы, образованной главным образом из 
элементов матрицы Ё двигателя. 


1* 
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5.3. Условия автономности. Теперь мы уже в состоя- 
нии дать анализ ическос выражение критерия автономности 
регулирования. Задача заключается в определении усло- 
вий, которые следуст наложить на элементы С», (8) и 
Са, ($) матриц регулятора так, чтобы каждая из задаю- 
щих функций Х,; (5) и =, (5) влияла только на соответ- 
ствующую ел переменную У, ($ и, (5), 1=1,2,..., В 
в=р-..., пине влияла пи па какие другие пере- 
менные, 

Так, например, задающая фупкция Х, (5) должна изме- 
нять только выходную координату У, (5), а задающая 
функция 9; 1 (5) — только коордипату №;,, (5). Таким об- 
разом, в математическом отношепии задача сводится к диа- 
тонализации матрицы системы, выписанной на фиг. 42 
Мы формулируем критерий автоломпости в виде условий, 
налагаемых на элементы именно магрицы регулятора, по 
той причипе, что эта матрица характеризуст как раз те 
звепья полнои системы, которые легче всего изменять 
в процессе проектирования системы. Что касается харак- 
теристик двигателя, исполнительных приводов и измери- 
телей, то они считаются паперед задапиыми и просктиров- 
щик регулятора располагать ими ие может. 

Обратимся прежле всего к рассмотрению какого-либо 
одпого выхода У, ($), т. индекс & может принимать одно 
из зпачений 1, 2,..., Ё В этом случае равенства (5.11) 
и (5.12) примут вид 


Ба ба Сы (0) 


5, Е ЕЯ 5, Са (Е, – 21, ЕУ + 


ИО: 5 


+ Хх Заа (В, — а) 2-0 3 Ско (а Вю У) 
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Для того чтобы задающая фупкция Х, не оказывала 
влияния на любую из координат У; или №,, за исклю- 
чением У„, последпие слагаемые правых частей последних 
двух соотношений должны равняться нулю при ј АЕ 


и при # > 2. Таким образом, для любого 6 (6 = 1, 2, ...,й 
должны выполняться равенства 
я 
У бы бы = 0, (5.13) 
и 
Ср = 0, > і (5.14) 


При выполнепии условия (5.14) матрица регулятора 
значительно упрощается, Так, в примере системы, схема- 
тически показанной на фиг. 5.4, і= 3, п = 5. Тогда (5.14) 
требует, чтобы соблюдались равенства 


С=С. а= 


С помощью условия (5.14) можно также упростить усло» 
вие (5.13). В самом деле, условия (5.13) можо предста- 
вить в видё 


У ЕаЅа Са = Ў В.В бы, (5.15) 


= #1 


2. а 8, символ Кронекера, т. е. 


: } (5.16) 


При всяком фиксированном & уравнения (5.15), по суще- 
ству, сводятся к системе і 1 линейных алгебраических 
уравнений относительно # неизвестных 5„С,, Ё = 1, 2,... 

і. Поэтому система определяет лишь отношения этих 
неизвестных, а не истипные значения самих неизвестных. 
Но это именно и есть то, что нам нужно, ибо мы не 
хотим фиксировать зпачение передаточной функцли регу- 
лятора и тем самым потерять возможность варьирования 
тех иди иных величин в процессе разработки регулятора. 
Для нахождения этих отношений передаточных функ- 
ций системы регулятора мы воспользуемся следующим 
свойством определителей: пусть | Еў | алгебраическое до- 
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полнение элемента Ё, определителя |Е*| квадратной 
матрицы Е*!). Тогда 


А 
У ЕЕ = 


і 
Ў Ел! ЕЙ 


Е. 
Умножив обе части уравнений (5.15) на | Ё}, | и произведя 
суммирование по индексу ў, мы получим 


18%, ВЕ 


і і і і 
т адаи ы 
У У | Е Зи м. Е ьСь 
21 1 1 =} 
Следовательно, на основании соотпошепий (5.17) имеем 
вй! 


за, 1091 9) избы (5.18) 


в) 
В частности, 


і 
3С, Е У ЕвьЭныСы 


по Ет 


Тогда, разделив последние два равенства одно на другое, 
придем к соотношению 


посредством которого элементы матрицы 5С, не лежащие 
на главной диагонали, выражаются через элементы, рас- 
положенные на этой диагонали. 

Следовательно, соотношения (5.14) и (5.19) представ- 
ляют собой необходимые условия автономности регулиро- 
вания по переменным У,. Ови были выведены Боксенбо- 
мом и Худом. Эти же авторы доказали также и доста- 


1) Здесь символ | Е*| обозначает ие абсолютную величину Ё*, 
а де Е*. Рассматриваемое свойство определителей излагается в лю- 
бом курсе высшей алгебры, например [31].— Прим. перев. 
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точность упомянутых условий для автономности регули- 
рования. Тем самым задача о разыскании матрицы С 
регулятора, при которой обеспечивается автоцомность 
регулирования, решена полностью. 

Для решения задачи о разыскании другой части матрицы 
регулятора — матрицы С”-— пеобходимо найти условия ав- 
тономности регулирования по регулируемым переменным 
У, (а= НТ, ..., п). С этой целью перепишем уравнения 
(5-11) и (5. 19) в следующем виде: 


му) 


[5 ва5ысь (х 


Аа) и, ) + 


п 

1 Е 

РА о Е 5С, (Е, — 
ВЕНЕ 


= 2 В „Ске (6, РИ, (5.20) 


и 


У, У Са (АХ = У Зы бЬ (5,0) 


Веры 


Е 


ИЗ (В, Е). (5.21) 


Здесь индекс г может принимать значения 1- 1, ..., п, 
а индекс ј – значения 1, 2,..., і. В рассматриваемой 
задаче индекс ё (5.21) пробегает значения {+ 1, ..., л, 


так как“ереди переменных , (5) регулируемыми являются 
только-те, для которых А пробегает именно эти значения, 
Как нетрудно видеть из рассмотрения уравнений (5.20) 
и (5.21), для того чтобы задающие функции З, влияли 
только на переменные №, последнее слагаемое в правой 
части каждого из этих уравнений должно обращаться 
в нуль, т. е. 


А 
Д Еһ = И (5.22) 


Сы =0 при №, г=ёН1,..., Ну В г. (5.23) 
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Подобно тому, как это имело место выше, условие 
(5.23), аналогичное условию (5.14), позволяет немедленно 
упростить вид Матрицы С”. Так, для системы, отвечающей 
схеме, приведенной на фиг. 41, }=3, в и, в силу этого, 


Сь=Сы=0. 


Условие (5.23) позволяет упростить также и уравнение 
(5.22), которое сводится к уравнению 


У Ербыбь = В, 


В 
Умножая обе части последиего уравнения на алгебраиче- 
ские дополнения `Е%;' и производя суммирование по }, 
получаем 


Е 


1 
У УЕ 5С = 8.65 У ЕЕ. 


Пользуясь свойством определилелей, выражаемым соотно- 
шениями (5.17), мы приходим к уравнению 


12” 8С 


Поэтому мы можем переписать последнее уравнение еще 
и иначе, заменяя в обозначениях индексов { на / и ј на: 


5С 
5.6, 


(5.24) 


Это соотношение определяет элементы матрицы 8С”, рас- 
положенные вне главной диагонали, через элементы, лежа- 
щие на’этой диагонали. Соотношения (5.23) и (5.24) пред- 
ставляют собой необходимые и достаточные условия авто- 
номности регулирования по регулируемым переменным 
(ЕН... , п). 

Для обеспечения полпой автономности по всем регу- 
лируемым переменным следует выполнить условия, выра- 
жаемые соотношениями (5.14), (5.19), (5.23) и (5.24). При 
этом элементы полной матрицы регулятора, не лежащие 
ма главной диагонали, суть или пули, или величины, опрс- 
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деляемые через посредство диагональных элементов. Таким 
образом, коль скоро характеристики двигателя заданы е по- 
мощью сго матрицы, то диагональные элементы матрицы 
регулятора полностью определяют всю матрицу регулятора. 


5.4. Уравнения, определяющие реакцию системы на 
выходе. При выполнении всех условий автономности урав- 
нения (5.11) и (5.12) можно значительпо упростить. На» 
пример, измепив порядок с мирования, получим 


Хх (У, ЕС 


2 А 
Ор Э 


Но в силу вий автономности (5.13) и (5.14) регулиро- 
вания вторая сумма (по &) в первом слагаемом правой 
части последнего равенства исчезает при всех у и /, за 
исключением случая ».=} Второе слагаемое в правой 
части этого равенства исчезает, в силу условия автоном- 
ности (5.22). В результате функция У, (5) определяется 
с помощью соотношения 


А 
у, (9) 9 2,092,091 Влас У, Ву. 


Но, в силу (5.19), произведение $,„С,. можно выразить 
посредством диагонального элемента 5;,С,,. Выполнив это 
и использовав соотношения (5.17), мы” ‘придем к равенству 


П 
У В абнСь; = 


в 


Б? | 
8,6,1 
НС 


Поэтому в окончательном виде получим 


ТЕ С, 1Х,(8) =, (8) У, (9-Х ЕАУ. (5.25) 


У, (9 


С помощью апалогичных вычислений уравнения (5.12) сво- 
дятся при использовании условий автономности регулиро- 
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вания к уравнениям 
М. (8) = 5, Си [Е (5) — № 8), (8) И, (8), (5.26) 


ВЕНЫ...» Я. 


Введя обозначения 


в (5.27) 


(5.28) 


выпишем решения уравнений (5.25) и (5.26) относительно 
Функций У, (5) и М, (8) соответственно в виде 


У-АНОХ, 9 Аи, 9 ПУ Е (9, 6.29) 
и 
У, ЕВЕ, (8) — В нь — ПУ, (8). (5.30) 


Равенства (5.29) и (5.30) служат для вычисления изобра- 
жений регулируемых переменных по изображениям задаю- 
щих воздействий и возмущений. По своему строению эти 
равенства совершенио аналогичны равенству (5.3) дая 
одномерной системы автоматического регулирования. Функ- 
ция А65) служит полпой передаточной функцией, связы- 
вающей выход У, (5) со входом Х,5. Функция Ань (5) слу- 
жит полной передаточной функцией, связывающей выход 
У, (5) со входом Я, (5). Эти полные передаточные функ- 
ции определяются соотношениями (5.27) и (5.28), с по- 
мощью которых они выражаются через характеристики 
двигателя, исполнительных приводов, измерителей и ре- 
гулятора. Разработка системы заключается в нахождении 
для каждого 7 и в подходящей передаточной функции 
С, (5) или С; (5), обеспечивающей удовлетворительное 
качество регулирования; эти функции находятся с по- 
мощью методов, изложенных в гл. [У. После этого с 
помощью соотношений (5.14), (5.19), (5.23) и (5.24) 
подсчитываются недиагональные элементы матрицы регу- 
лятора. Выполнив все эти операции, мы осуществим 
автономное регулирование сложной системы со многими 
регулируемыми параметрами, обладающее хорошим каче- 
ством. 
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5.5. Регулирование турбопропеллерного двигателя. В ка- 
честве простого примера применения общей теории автоном- 
ного регулирования рассмотрим задачу о регулировании 
турбопропеллерного двигателя (фиг. 43). В процессе регули- 
рования такого двигателя используются следующие перемен- 
ные: угловая скорость турбопропелдерного агрегата, тем- 
пература газов на входе турбаяны, угол установки лопастей 
пропеллера и количество топлива, подаваемое в единицу 


Камера горения 


Провеллер Компрессор Турбина 


Фиг. 43 


времени в камеры сгорания. Систему регулирования дви- 
гателя следует спроектировать так, чтобы она обеспечи- 
вала работу двигателя в различных эксплуатационных 
установившихся режимах. Для каждого установившегося 
режима пужпо исследовать качество переходных процес- 
сов в окрестности этого рабочего режима. Обозначим 
через №, (5} изображепие по Ларласу отклонения угла 
установки лопастей пропеллера от его установившегося 
значения в данном рабочем режиме, а \, (5) — изображе- 
ние пб; Лапласу аналогичного отклонения количества 
топлива, сжигаемого в единицу времени. Так как нас 
интересует течение переходных процессов в малой окрест- 
ности‘ рабочего режима, мы можем линеаризовать соотно- 
шение между избытком создаваемого турбиной врашающего 
момента над моментом сопротивления, приложенным к ком- 
прессору и пропеллеру, углох установки лопаток и коли- 
чеством топлива, сжигаемым в единицу времени. Поэтому 
упомянутый избыток крутящего момента будет выра- 
жаться линейной формой от №, (5) и \,(5). Обозначив 
еще через Ү,(5) изображение по Лапласу отклонения 
угловой скорости от ее установившегося рабочего значе- 
ния, выразим изображение избытка вращающего момента 
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с помощью произведения (1-Б 75) 7, (5), где т — постоян- 
ная времепи, характеризующая инерцию вращающихся 
масс двигателя [см. (4.1)]. Значение т зависит от выбора 
рабочего режима двигателя ·), Таким образом, 


(1+ 8) У, (8) = — аў, (9) В, (5), (5.31) 


где ан 65--веществеипые положительные постоянные, 
подсчитывасмые па оспованин протекания характеристик 
двигателя в малой окрестпости рабочего режима. Коэф- 
фициенты а и Б имеют определенвый физический смысл: 
если количество топлива, сжигаемого в единицу времени, 
поддерживается пеизменцым, то №, (5) ; тогда из урав- 
пения (5.31) следует, что а= - У, (@)/У, (0). Но злаче- 
ние з=0 отвечает установившемуся состоянию и, следо- 
вательпо, величина и равна отношению уменьшения уста- 
новившегося зпачевия угловой скорости х увеличению 
угла установки лопасгей пропсллсра при пеизменпом ре- 
жиме горения. Если построить семейство кривых, харак- 
теризующих изменение устаповивиейся угловой скорости 
в зависимости от угла усгановки лопастей пропе. сра при 
различных количествах топлива, сжигаемого в едипипу 
времени ?), ло а окажется равным угловому коэффициенту 
соответствующей кривой в выбранпой рабочей точке. 

Подобным же образом Б равно угловому коэффициенту 
кривой, характеризующей изменение установившегося 
значения угловой скорости в зависимости от количества 
топлива, сжигаемого в единицу времени, при неизменном 
угле установки лопастей пропеллера опять-таки в рабочей 
точке 3). Таким образом, постоянные а и 6 определяются 
статическими характеристиками двигателя. 

В комирессорах осев типа расход воздуха через 
компрессор при фиксированных условиях в области вход- 
ного (заборного) отверстия остается почти постоянным 
при пеизменной угловой скорости компрессора. Поэтому 
при данных условиях на входе в компрессор") отношение 


2) Ибо от числа оборотов двигателя зависит коэффициент с демп- 
фирования п уравнении (4.1).-— Яриа, персе. 
2) Такие кривыс пазывакися обычно статическими, — Прим. переа, 
3) См, также [33, 41].- Прим. лерсе, 
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количества тепла, сообщаемого массе га: К этой массе 
газа является функцией от угловой скорости и количества 
топлива, подаваемого в камеры торения в единицу вре- 
мени. Поэтому угловая скорость и режим горелия опре- 
деляют температуру па входе в турбипу. Обозпачим через 
Ү,(5) изображение по Лапласу отклонения температуры 
на входе в турбину от ее рабочего значения. Тогда можно 
составить урависпие, связывающее изображения У, (5), 
М, (5) и №,(5) и аналогичное уравнению (5.31) с той 
разницей, что постоянная времени, характеризующая вре- 
мя достижения термического равновесия, практически 
равна нулю, благодаря чему соотношение между этими 
изображениями оказывастся более простым: 


У, (5) = 0, (9-67, (5). (5.32) 


Здесь си е- также веществсипые положительпые по- 
стояиные. Постоянная с равна овому коэффициенту 
касательной к стазической характеристике температуры 
на входе в турбину по количеству топлива, сжигаемого 
в единицу времени, при постоянной угловой скорости 
ротора двигателя. Постоянная е равна угловому коэффи- 
циенту касательлой к статической характеристике темпс- 
ратуры на входе в турбину по угловой скорости ротора 
двигателя при неизменном расходе топлива в камерах 
горения; эти касатедьпые проводятся к соогветствующим 
кривым в рабочей точке. 

Разрешив уравнения (5.31) и (5.32) отцосителыю У, ($) 
и У, ($), придем к соотношениям 


ў) = рч 
Ү,(8)= г 


определяющим матрицу Е двигателя, рассматривавшуюся 
выше (см. стр. 94). Интересно отметить, что матрица Е 
содержит только одну постоянную времени — постоянную т, 


1) Условия на входе в компрессор, т. е. на выходе диффузора, 
определяются аэродинамической скоростью, плотностью воздуха 
(высотой полета) и сго температурой, числами Маха и Рейнольдса, 

й скоростью самолета и Т. п. Прим. перев. 
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Только эта постоянная времени характеризует свойства 
собственно двигателя, Полная же система автоматического 
регулирования обладает, конечно, и другими постоянными 
времени. Но эти постоянные входят через посредство 
характеристик регулятора, исполнительных приводов, 
измерителей и не содержатся в матрице двигателя. 

Начнем с изучения задачи о регулировании угловой 
скорости ротора двигателя н расхода топлива в камерах 
горения. Таким образом, изображения регулируемых пере- 
менных суть У, (5) и №. (5). Поэтому нам необходимо лишь 
первое из соотношений (5.33), причем і 1 нп -= 2. Отсюда 
следует, что матрица двигателя состоит только из двух 
элементов: 


(5.34) 


ГЕ" |= Въ’ Е: = Ва; 1р 


(5.35) 
Регулятор системы описывается соотпошениями 
0л (5) = С. (8) [Х, (5) — 25 (8) У, ($) 

С1.(8)[2,(8)— [= (8) 10, (8), (5-36) 
О, (8) == Сы, (8) = 1а, (9) У, ($ ++ 

+ С: (8) (8,08) -- Г, (8) И, (9)]. 
Условия автономности требуют выполнеция равенства 

с.) =0 (5.37) 
и, в силу (5.35), равенств 


5и (8) сь) _ [Е Е 
5 (8321, ($) ТЕ 


(5.38) 


Так как величина —а равна частной производной от угло- 
вой скорости ротора двигателя по углу устаповки лопа- 
стей пропеллера, а величина ё равна частной производ- 
ной от угловой скорости по расходу топлива в камерах 
горения, отношение В/а определяет быстроту измепения 
угла установки лопаток пропеллера по изменению расхода 
топлива в камерах горения при постояпстве угловой ско- 
рости ротора двигателя. Копечно, отношепие б/а зависит 
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от параметров полета самолета, снабженного турбопропел- 
лерпым двигателем. Так, например, это отношение увели- 
чивается с ростом высоты полета. Поэтому в правильно 
спроектированном регуляторе должны быть предусмотрены 
средства компенсации влияний, вызванных изменением 
режима полета и рабочего режима двигателя. 

Таким образом, передаточная функция А,, (5), характе- 
ризующая выходную скорость ротора двигателя, опреде- 
ляется выражением 


аЗ () 04, (0) 


К.) = ость. а 


5 (5.39) 


а передаточная функния А,, (5), характеризующая выход- 
ной расход топлива в камерах горения, определяется 
выражением 

5а (5) 05 
(бы (9) А 


В. (8) = = {5.39') 


Правые части последних соотношений определяют пе- 
редаточные функции угловой скорости ротора двигателя 
и расхода топлива в камерах горения при автопомном 
регулированин. Задача заключается в синтезе таких пере- 
даточных функций С, (5) и С..($) регулятора, при кото- 
рых качество регулирования удовлетворяло бы поставлен- 
ным требованиям во всей области ожидаемых рабочих 
режимов. 

Обратимся теперь к рассмотрению другого возможного 
способа регулирования турбопропеллерного двигателя. Этот 
способ оёнован на регулировании угловой скорости ротора 
и температуры газов на входе в турбину. В этом случае 
изображения регулируемых переменных суть У, (5) и У, ($). 
Следовательно, здесь мы нуждаемся в обоих соотноше- 
ниях (5.33) и =в=2. Условия автономности принимают 
вид: 


За (8) Съ (8) _ ае 
5:96 бе ре, 
ИОВ в {240 


(8) 


Передаточная функция Ё,, (5) по угловой скорости ротора 


я а’ 
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определяется, следовательно, выражением 


Б, (8) = —— 96 (5.41) 
Зы (ба 0904 09 


а передаточная фупкция №, (5) по температуре на входе 
в турбину — выражением 


бы сыт 


а 5з (8) Ош (5). 


5.6. Турбореактивный двигатель с дожиганием. Рас- 
смотрим теперь задачу регулирования турбореактивного 
двигателя с дожиганием, упомянутую в начале этой главы, 
Схема двигателя изображена на фиг. 44. Мы опять будем 


Донизание 


— 


не Турбина Сопло переменного сечения 
Фиг. 44 


рассматривать задачу регулирования для неустановившихея 
процессов в малой окрестпости выбрапной рабочей точки. 
Поэтому можно применить линеаризацию соотпошений, 
связывающих различные переменные. 

Пусть, как и прежде, У, (5) означает изображение 
{по Лапласу) отклонения угловой скорости ротора двига- 
телӣх от ее рассматриваемого установившегося значения, 
И, (3) — изображение отклопения проходного сечения для 
истечения газов, ,(5) — изображение отклопения расхода 
топлива в камерах горения, \, (5) — изображение откло- 
нения расхода топлива при дожигании; все эти отклопения 
отсчитываются от рассматриваемого установившегося 
режима. С помощью этих обозначений составим уравне- 
ние, аналогичное уравнению (5.31) для турбопропеллера: 


(ув), (5) аы, (5) 1-а (8), (5.42) 
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где а, а, и а, — вещественные постоянные. Как и в случае 
турбопропеллерного двигателя, эти постоянные представ- 
ляют собой угловые коэффициенты касательных к стати- 
ческим характеристикам двигателя. Так, постоянная а, 
равна быстроте изменения угловой скорости ротора двига- 
теля при изменении открытия пропускного хвостового 
отверстия для выхода газов при нсизменном расходе топ- 
лива.в камерах горения и па дожигапии. Постояпная а 
равна быстроте изменения угловой скорости ротора двига- 
теля при изменении расхода топлива в камсрах горения. 
Постоянная а, равна быстроте изменения угловой скорости 
ротора двигателя при изменении расхода топлива при до- 
жигапии. Величина =, фигурирующая в уравнеции (5.42}, 
представляет собой, как и выше, сдинственную послоян- 
ную времени двигателя; < характеризует инерцию вра- 
щающихся масс двигателя. Рассмотренное линеаризирован- 
ное соотношенне между угловой скоростью двигателя 
и другими входпыми перемепными двигателя было полу- 
чено М. С. Федером и Р. Худом 1 *). 

Если в двигателе используется компрессор осевого 
типа, то мы можем вповь применить уравнение (5.32) пре- 
дыдущего раздела. Обозначив через Ү,(5) изображение 
температуры газов на входе в турбину, напишем 


у, (8) фе та, (9). 


Разрешив последнсе уравнение и уравнение (5.42) отно- 
сительно У, (8) и У,(5), получим 


а, 


2 169) ре 55 (8) ре 


ГЕ 


У 1, (9), 


у, (5)= ты Пе, (у — 09000, (9. 


(5.43) 


Таким образом, элементы матрицы двигателя определяются 


3) Редег М. 5., Ноой Ҝ., МАСА ТМ 2183 (1930). 
2) Угловая скорость ротора двигатели является одной из его 
выходных переменвых. — Прим, перев. 


8 Цянь-Сюэ-Совь 
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соотношениями 


а 
Ев = 


1 


{5.44) 
Рассмотрим задачу об автоматическом регулировании 
угловой скорости ротора двигателя, температуры газов на 
входе в турбину и расхода топлива на дожигание. Таким 
образом, изображения регулируемых переменных суть 
У, {5), У, (5) и У, (5). Урависния процесса регулирования 
имеют ВИД 
О, (5) = Са (9) 1Х, (8) = 2,09) 0, (9) 
СЫН СЕ ЕР, 
= (У, 
6,05) 1. (89-2, (8) НС) (5) (9), 
О, (5) = С, (590, (8) Д (89У, (915 
ЯС, (8) (6, (8) (9) У, ЕСИ 
(5.45) 
где Х,(9), Х,(5) и Е,(5) обозначают изображения задан» 
ных значений угловой скорости ротора двигателя, тех- 
пературы газов на входе в турбину и расхода топлива 
на ложигание соответственно. 


Применяя условие (5.14) автономности регулирования, 
мы сразу же видим, что 


С (9 = С, (8) = (5.46) 
Условия (5.19) сводятся к соотношениям: 
59 а 
$535 ($} м’ 
$09 С р (5.47) 


5.961) 

Условие автономности (5.24) приводит к соотношениям: 
5$) С _ _ м 

50000) 7 а’ 

с.) =0. (5.48) 


сазе) 4 25 
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Отношения —а./а, и — 3/2; в равенствах (5.47) и (5.48) 
допускают простое физическое истолкование: — 0/9; ол- 
ределяет быстроту изменения выходного. сечения двигате- 
ля с изменением расхода топлива в камерах горения при 
постоянстве угловой скорости ротора двигателя и расхо- 
да топлива на дожигание, — 23/2; определяет быстроту 
изменения выходного сечения двигателя с изменением 
расхода топлива на дожигание при постоянстве угловой 
скорости ротора двигателя и расхода топлива в камерах 
горения. 

При выполнении соотношений (5.46) - (5.48) процесс 
автоматического регулирования будет автономным, и пе- 
редаточная функция А,, (5) по угловой скорости двигате- 
ля выразится в форме 

Ки ()= Зи 5) Си (8) . (5.49) 


5и 0 090109004048 


Передаточная функция ХА. (5) по температуре на входе 
в турбину имеет вид 


Вы) За, (5.50) 
8а (3) 033 (9) 142094 


а передаточная функция Аз, (5) по расходу топлива на до“ 

жигание равна 
й 53. (5) Са, ($) 

5 Н —. 5.51 

Кв () = Зоб (5-51) 

Последние соотношения служат отправной точкой при 

синтезе передаточных функций С11($), С, (5), С; (8) и, 

следовательно, передаточных функций С, (8), С» ($) и 


ла (5). 
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Глава МІ 


СЛЕДЯЩИЕ СИСТЕМЫ НА ПЕРЕМЕННОМ ТОКЕ 
И СЛЕДЯЩИЕ СИСТЕМЫ КОЛЕБАТЕЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 


Настоящая глава и две следующих посвящены 
вопросам обобщения понятий и методов, развитых в гл. 
П и ІН применительно к простым следящим системам, 
на линейные системы более сложного вида, которые тем 
не менее можно приближенно исследовать с помощью 
этих же методов. Возможность такого обобщения служит 
наглядной иллюстрацией силы основных принципов, на 
которых основан синтез следящих систем. При изложе- 
нии материала этой и следующих глав мы будем придер- 
живаться книги Маккола 1). 


6.1. Системы на переменном токе. В предшествующих 
главах при рассмотрении систем автоматики, содержащих 
электрический двигатель, мы каждый раз неявно подра- 
зумевали двигатель постоянного тока. Однако в практи- 
ческих условиях подчас весьма желательно применять 
двигатели переменного тока. Очевидно, что введение 
в систему таких двигателей требует пересмотра некото- 
рых частей нашего предшествующего рассуждения. 

Рассмотрим следящую систему, схематически изобра- 
женйую на фиг. 45. Назначение системы состоит в осу- 
ществлении поворота ротора двигателя па угол ф в соот- 
ветствии со входным сигналом. Выходной угол ф изме- 
ряется с помощью потенциометра. Напряжение, снимае- 
мое с потенциометра, служит сигналом обратной связи. 
В этой системе все электрические токи и напряжения 
в усидителе, двигателе и потенциометре суть модулиро- 
ванные синусоиды, т. е. синусоидальные фупкции постоян- 
ной частоты, равной шо, но с изменяющейся во времени 


1) Маккол Л. А., Основы теории сервомеханизмов, М., 1947. 
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амплитудой. Опорное переменное напряжение вырабаты- 
вается генератором синусоидальных электрических коле- 
баний. При выполнении определенпого условия, к выяс- 
нению которого мы сейчас приступим, к такой системе 
можно применить значительную часть ранее изложенной 
теории. 


Выход 


Двигатель 
перемен" 
ного така 


Вод | Модулятор шлите 


Генератор 
нолебдний 


Фиг, 45 


Предположим на мгновение, что вся общая теория 
установившихся режимов в линейных системах с постоян- 
ными параметрами рассматривается в условиях воздейст- 
вия на эти системы сигналов, представляющих собой 
модулировапные синусоиды. При этом, говоря об «уста- 
повившихся режимах», мы здесь имеем в виду то обстоя- 
тельство, что в качестве модулирующих сигналов при- 
нимаются чисто синусоидальные функции времени. Пусть 
несущая частота определяется (до модуляции) функцией 
соѕ о; фазовый угол мы здесь опускаем без потери общ- 
ности. Поскольку закоп измепения несущей выражен 
в веществеппой форме, модулирующий сигнал целесооб- 
разно записать в комплексной форме: е"*. После этого 
выражение дия модулированной несущей припимает вид 


х (И = е! соз ана 


оби = 2-0], (6.1) 
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и,, в силу (2.16), установившаяся рсакция уст. (#) систе- 
мы, обладающей передаточной функцией Р (5), определяет- 
ся выражением 


буег. (0) = 5 РО ее" ЕЕ (о 


ча) 2-9 ей. (6.2) 


В реальных системах фупкция Ё(5) обычно представ- 
ляет собой отношение многочленов по степеням $, имею- 
щих вещественные коэффициенты. Тогда, как уже отме- 
чалось, имеет место соотнощение (3.17) 


Е(— і) = Рә), (6.3) 
где черта над обозначением комплекспой величины по- 
прежнему означает комплексно-сопряженную величину. 
Поэтому правую часть равсиства (6.2) можпо переписать 
следующим образом; 


ЗЕ (ође а РЕС ауе еиени, (6.4) 


где 
Е (йа) = Е (ә зд). (6.5) 


Будем считать систему такой, что справедливо соот- 
ношение 


(ѓо) = әу ә). (6.6) 


В этом случае фупкцию (6.4) можно записать в виде 
), Е* (15) ві соз ыу. 
Этот. результат показывает, что коль скоро выполнено 
условие (6.5), амплитуда реакции системы на входное 
воздействие, определяемое модулироваиной цесущей (6. 1), 
совпадает с реакцией системы, обладающей частотной ха- 
рактеристикой Ё* (йв) при входной частоте о. Это утвер- 
ждение допускает непосредствелиое обобщение па случай 
подачи на вход системы функций более общего вида, что 
отвечает принципу наложения, справедливому для линей- 
ных систем. Если условие (6.6} выполняется хотя бы 
приближенно в диапазоне частот о, включающем наибо- 
лее важные части спектра Фурье модулирующего вход- 
ного сигнала х (4), то амплитуда соответствующего моду- 
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дирующего выходного сигнала равна (по крайней мере 
приблизительно) реакции на этот же вход х(Ё} в систе- 
ме, обладающей частотной характеристикой 2* (іє). В гл. 
ГУ мы показали, что качество следящей системы полио- 
стью определяется ес частотной характеристикой. При- 
ближенпое же зпачение частотиой характеристики равно 
теперь Р* (іы). Тем самым открывается возможность при- 
менения к системам па переменном токе всех методов 
определепия качества следящих систем, развитых в гл 1У. 
Единственлое различис заключаегся в использовании функ- 
ции Ё* (ә) вместо функции А (йо). 


6.2. Перенос передаточной функции. Если оставить 
в стороне пекоторыс тривиальные системы, как, напри- 
мер, простые сопротивления, то из свойства (6.3) сле- 
дуст, что 


Е + о) = РСТу ә). 


Это соотношсние отличается от условия (6.6). Поэтому 
условие (6.6) нельзя в точности физически осуществить 
при всех вещественных значепиях о. Но, Слегка изменив 
способ подхода к задаче, мы можем сказать, что частот- 
ные характеристики А (в) и Ё (0) двух реальных физи- 
ческих систем пе могут в точности удовлетворять соотпо- 
шепию (6.5) при всех пещестшенных значениях є. Тем 
не менее вполпе возможно и это обычно делают, — что- 
бы частотцые характеристики Ё* (5) и А (іш) двух реаль- 
ных физичёских систем удовлетворяли соотношениям (6.5) 
приближенно на некотором дкапазоне частот о, достаточ- 
но ширеком в смысле включения паиболее важпых частей 
спектра Фурье интересующих нас конкретных видов вход- 
ных сигналов. Это можно вкратце показать следующим 
образом. 

Рассмотрим импеданс 2 цепи, состоящей из последо- 
вательного соединения индуктивности Ё и емкости С и 
питаемой током часготы в”; 


= Шо С 


2= 1и 
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Выбрав Ё и С так, чтобы имело место соотношение 


} 
= ц, 67) 
получим 
де (1-е) (1+%). 


При малых значениях разности ө" — 
чепиях ө + оо, близких к в, 


25910100 — в) =2ь. 


ә, т. е. при зпа- 


Это означает, что при частоте в’ =в,-!-ш импеданс по- 
следовательно соединенных Ё и С, величины которых 
удовлетворяют равенству (6.7), приблизительно равен им- 
педансу индуктивности 22 при частоте о. 

Подобным же образом рассмотрим импеданс 2 цепи, 
образованиой параллельным соединением индуктивности /. 
и емкости С при частоте ө”: 


1 1 ев у 
тет 5 Сів’ = 2С (о — ә 


при выполнеини условия (6.7). Это означает, что при ча- 
стоте «' == ө -- у импедапс параллельно соедипенпых Ё 
и С, величины которых удовлетворяют равенству (6.7), 
приблизительно равен импедансу емкости 2С при часто- 
те о. 

Что касается импеданса чистого активного сопротив- 
ления, то он, конечио, ие зависит от частоты и имеет 
одно и то же значение как при частоте 0 -. 90, так и при 
частоте ®. "Таким образом, отправляясь от реальной фи- 
зической системы, обладающей передаточной функцие! 
Е* (5), мы можем построить реальную физическую систе- 
му, обладающую передаточной фупкцией Р (5), для кото- 
рой условие (6.6) приближенно выполняется при малых 
значениях ® с помощью следующего присма; каждая ин- 
дуктивность Ё заменяется последовательным соединением 
индуктивности 4/2 и емкости С= 2016), а каждая ем- 
кость С — нараллельтым соединением емкости С/2 и ин- 
дуктивности / = 2/0(Сег). Этот прием перехода от функ- 
ции Г* (5) к функции Ё (8) называется переносом переда- 
точной функции по шкале частот на величину вх. 
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Пусть в, — частота несущей, вырабатываемой генера- 
тором электрических колебаний. Очевидно, что все токи 
и напряжения в рассматриваемой системе существуют 
в форме соответствующих модулированных колебаний не- 
сущей, изменяющейся по закопу 60$ оџї. Из этого обстоя- 
тельства сразу же вытекает, что разработка усилителя 
для системы на поременпом токе сводится к разработке 
с помощью методов гл. ІУ подходящего усилителя для 
системы на постоянном токе с последующим переносом 
его характеристики вверх по шкале частот на величину ®, 
по способу, разобранному выше. 

Как уже отмечалось, все эти рассуждения связаны 
со значительным числом различлых приближений и допу- 
щений. Дия разработки полностью закопчепной теории 
следящих систем на переменном токе необходимо оценить 
влияние всех этих приближений и допущений. Мы не бу- 
дем здесь заниматься таким исследованием ввиду его 
сложности и трудоемкости, а также по той причине, что, 
с точки зрения задач проектирования следящих систем, 
это исследование не представляется неотложным. 


6.3. Следящие системы колебательного управления. 
Рассмотрим теперь другой класс систем, которые будем 
называть следящими системами колебательного управле- 
ния. Такие системы схожи со следящими системами с дви- 
гателями на переменпом токе в том отношеции, что в 
обоих случаях перноднческое колебание модулируется оп- 
ределенными сигналами. Однако модуляция, применяемая 
в случае %следящих систем колебательного управления, 
не сводится к обыкновенной амплитудной модуляции. 
Чтобы идея еледящей системы колебательного управле- 
ния была понятной. сделаем краткие предварительные 
замечания. 

Один весьма примитивный, но довольно распространен- 
ный тил следящей системы можно описать следующим 
образом: предположим, что к двигателю переменного то- 
ка подключается цепь, содержащая реле. Последнее по- 
дает напряжение на зажимы двигателя только тогда, 
когда абсолютное зпачение входной переменной х(#) пре- 
вышает известный порог, и при этом таким образом, что 
при превышении величиной |х! этого порога двигатель 
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оказывается под полным папряжением Е источника элек- 
тродвижущей силы; полярность же включения этого 
источника должна быть такова, чтобы соответствующее 
перемещение ротора двигателя приводило к умепьшению 
абсолютной величипы рассогласования. Этот пример соот- 
ветствует следящей системе, действующей по так пазы- 
ваемому принципу «да — пет». 

Большое преимущество таких следящих систем состоит 
в том, что, будучи сравнительно простыми, они могут 
применяться для управления большими могцпостями, чего 
часто трудно достигиугь с помощью следящих систем 
других типов. С другой стороны, следящие системы, дей- 
ствующие по принципу «да — пет», являются существенно 
нелинейными системами; как будет показано в гл. Х, та- 
кие следящие системы действуют в общем хуже, чем 
системы, рассмотренные ранее. Короче говоря, следящая 
система колебательного управления представляет собой 
такое видоизменепие следящей системы, действующей по 
припципу «да — нет», которое обеспечивает сохрапепие 
преимущества, связапного с линейностью характеристик, 
без потерь преимущества, связанного со способностью 
управления большими мощиоетями. 

Перед тем как приступить к изучению самих следя- 
ших систем колебалельного управления, приведем один 
общий теоретический результат, на котором построена 
теория ясех таких систем. Рассмотрим устройство, обла- 
дающее следующими свойствами: в зависимости от того, 
является лн входной сигнал х(#) положительным или 
отрицательным, выходной сигнал 4 (#) равен РА илн - А, 
где А — постоянная величина. Такое устройство можно 
считать идеальным реле, т. е. системой с нулевым поро- 
говым значением 1). Пусть на вход реле подается сигнал, 
определяемый выражением 


х(0 = Е той + ВБ, п ®Ь (6.8) 


где Е», ё. ®, н є постоянные, В следящей системе ко- 
лебательюго управления слагасмос Ё, іп аё характери- 
зует устаповившиеся колебания системы, а слагаемое 


1) Или, иначе, с нулевой зоной нечувствительности, — Прим. ред. 
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ЕЕ зто характеризует приложенный, или модулирующий 
сигнал. Перейдем теперь к подсчету соответствующего 
выходного сигнала у (7). 


6.4. Частотная характеристика реле. Выходной сиг- 
нал релейного устройства, отвсчающий входному сигна- 
лу (6.8), можно иредсгавить в виде 


ў Ў алап [0те по), (6.9) 


тоя 


где коэффициенты а„„ не зависят от времени. При т=0 
внутреннее суммирование следует производить только по 
положительным значепиям п. Для нашей задачи непо- 
средственпо интересны только коэффициеиты а; и а, 
ибо в следящей системе колебательного управления, ра- 
ботающей в нормальных условиях, остальные коэффи- 
циенты либо пренебрежимо малы, либо соответствуют 
колебаниям, подавляемым с помощью надлежащих фильт- 
ров. 


При #=0, т. е. когда выходной сигнал релейного 
устройства представляет собой чисто синусоидальную 
функцию частоты е, выходная переменная этого реле 
изменяется по закопу бесконечной прямоугольной волны 
периода ®,/4=, причем абсолютпые величипы высот поло- 
жительных и отрица ьных волн равпы общей постоян- 
ной А. Как известно, амплитуда а, первой гармоники 
в разложении такой волны в ряд Фурье равна 


а=. (6.10) 


При #= 0 выходная переменная реле имеет вид, гра- 
фически изображенный на фиг. 46. Разность между зна- 
чениями выходных переменных реле, отвечающих слу- 
чаям ё = 0 н А – 0, графически изображается последова- 
тельностью прямоугольников высоты од, заштрихован- 
ных па фиг. 46. При .А! < 1 отклонение моментов изме- 
нения знака выходной переменной реле от моментов, 
соответствующих равноотстоящим значениям времени &, = 
9, очель мало. Таким образом, прямоугольники, 
характеризующие эго отклопепие, очень узки, что и по- 
қазано на фигуре. Ширину этих прямоугольников можно 
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определить с помошью отношения зпачения модулирую- 
щего сигнала при #=&, к угловому коэффициенту каса- 
тельцой, проведенной к кривой установившихся колеба- 
ний в той же точке {={,, т. е. искомая ширина равна 


: ФЕ о Эт оѓ е 
=. чё, |. 
| Во е5 ам || 
Рассмотрелпые прямоугольные площади складываются 
{-) с площадями соответствующих волн при пемодули- 
рованном выходе или вычитаются (—) из них в зависи- 
мости от того, будет ли величина зіп оё, положительной 


Выход и вход 
+ 


б-т 20 
о 


Е 


ЕО м 
о " 
Выходная ИР 
переменния 
Реле М ай 


д 
| и == 


Фиг. 46 


или отрицательной. Следовательно, площади прямоуголь- 
ников.можно измерить посредством величины 


А ўпоғ,. 


в 


Коэффиниент а», в выражении (6.9) является коэффи- 
циептом при первой гармонике в разложении в ряд Фурье 
последовательпости этих узких прямоугольных воли. Так 
как за значение ѕіп юё п области этих прямоугольников 
можно ; принять величины зіп өё,, то, рассматривая № 


6.4. Частотная характеристика реле 125 


таких поправочных прямоугольников, получаем 


Мио м 
а { вілы =2А & У пы, 
8 9 
Но 
тво мт ор 
\ эвыш-ь \ а -созом = 
[7 0 


Ма аа (2-5 ) 
т 


Зо яә 


Последняя сумма остается ограниченной при неограничеп- 
ноч увеличении №. Поэгому, выбрав число № достаточно 
большим, будем иметь 


Ак 
а= 2. (6.11) 

т 
Соотношепия (6.10) и (6.11) определяют важные коэф- 
фициенты а, И ау при малых &. При произвольных 


значепиях Ё, эти коэффициенты вычислили Р. М. Кальб 
и У. Р. Беннетт!). При ОА <! 


Е 
ар = в Е (6), 


Ва Е — (1—9) КВ), 


10 ® 26 


(6.12) 


а 


где К (А) и Е(№) озпачают полпые эллиптические инте- 
гралы соответственно первого и второго рода. При малых & 
эллиптические иитсгралы можно разложить в ряды; 


1) Ка!Ь В. М., Веплеёй №. В., ВеЙ Ѕузіет Тесь. $., 14, 
322— 359 (1935). 
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тогда 


(6.13) 


Как показывают соотношения (6.13), наш простой 
метод подсчета а: И а: оказался верпым в пределах 
принятой степени точности. Но они указывают также 
и на то, что простые равенства (6.10) м (6.11) в доста- 
точной мере точны даже и при умеренно больших зна- 
чениях ё. Поэтому отношение составляющей выходной 
‘переменной, имеющей частоту є, к составляющей с 
такой же частотой входной персмецной, т. е. частотная 
характеристика Ё, (іш), приближенно определяется равеп- 
ством 


Е (і) (6.14) 


Согласно (6.13) при малых № амплитуду составляющей 
выходного сигнала, имеющей частоту чо, можно прибл 
женно считать постоянной, опредсляемой всецело свой- 
ствами реле. Кроме того, отношение составляющей ча- 
стоты ө; выходной переменной к составляющей этой же 
частоты входной переменной равио АА/{=Е,). Таким обра- 
зом, усиление реле по составляющей с частотой в», на 6 д6 
превышает усиление по составляющей с частотой є. 

Теперь становится очевидным, что предыдущие рас- 
суждения можно обобщить на случай, когда вместо 
сигнала АЁозтоё мы имеем сигнал х({) произвольной 
формы; амплитуда которого гораздо меньше амплитуды Е, 
установившегося колебания. Основной результат для этого 
случая можно сформулировать следующим образом: если 
пренебречь модуляциоипыми членами более высокого 
порядка па том основании, что опи ничтожно малы или 
подлежат, в конечпом счете, подавлению посредством 
надлежащей фильтрации, то поведение реле, находящегося 
под воздействием входного сигнала 


Е,зіпец р х(2), 
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Е] 
где х(!) мало по сравнению с Ех, в основном подобно — 
поскольку речь идет о передаче входного сигнала — пове- 
дению линейной системы, обладающей частотной харак- 
теристикой (6.14). 


6.5. Следящие системы колебательного управления, 
модулируемые колебаниями, снимаемыми с выхода этих 
систем. Теперь мы подготовлены для дальнейшего иссле- 
дования следящих систем колебательного управления. 
Мы уже видели, что в части передачи сигналов един- 
ственное следствие введения в систему устаповившихся 
колебаний выражается в превращении релейного устрой- 
ства в подлинно липейнос звено, обладающее положитель- 
ной веществепиой частотной характеристикой. Отсюда 
следует вывод о возможности с самого пачала рассмат- 
ривать реле в качестве такого звена, бсз всякого упомина- 
ния в явной форме о наличии в системе колебания 
Е Япой, и далее подходить к исследованию этой си- 
стемы исключительно с помощью методов и понятий, 
изложенных в предыдущих главах. Эту поистине новую 
и превосходпую методику предложил Ж. С. Лозье ')?). 

До сих пор мы предполагали в целях простоты, что 
системе присущи фильтрующие свойства, необходимые 
для подавления нежелательных модуляцнонпых гармоник, 
поступающих в систему через посредство реле. Ио по- 
пятно, что в практических условиях иногда требуется 
вводить в систему дополпительные фильтры для повыше- 
ния се фильтрующих свойств. Разумеется, что каковы бы 
ни былй. фильтры, имеющиеся в системе, они должны 
обладать способностью пропускать полезные сигналы. 
Это обстоятельство, рассматриваемое вместе с другими 
нашими заключениями, приводит пас к выводу о том, 
что частота є, должна быть выше всех частот, лежащих 
в важных частях спектра Фурье передаваемых сигналов. 


1) Математическое обосновапие метода липеаризацян нелинейных 
систем путем наложенных колебапий имсется в кпиге Н. Н. Бого- 
любова «О некоторых статистических методах в математической 
физике», АН УССР, 1945, стр. 7.— Прим. перо. 

2) Эквивалентная линеаризацкя рассматривалась в работах 
А. А. Красовского (Автоматика и Телемеханика, 9, 1 (1948)) и Г. С. 
Поспелова (Труды ВВА им. Жуковского, вып. 335, Ј949).—Лрим. ред. 
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Вне зависимости от фильтров, которые мы можем 
вводить в систему, выходная переменная всегда будет 
содержать в качестве составляющей колебание с часто- 
той шр. Полезно отметить, что амплитуду этой состав- 
ляющей иногда даже пежелательно снижать при филь- 
трации до величины, меньшей определенного уровня. 
В самом деле, такое колебание создает «динамическую 


тА 
еле Фильтры телни 
двигатель 


— обратной —_—— 
Саязи 


Цель 


Фиг, 47 


смазку», приводящую к уменьшению влияпия сухого 
трения, зазоров в механических передачах и других 
паразитных нелинейных явлений, обычно ухудшающих 
качество следящих систем. 

Выше мы не сказали ничего вполне определенпого 
о способе введения в реле колебания Е, зіп өџї. Мы только 
вскользь упомянули, что его может создавать вспомога- 
тельный генератор. Системы, в которых это колебание 
вводится именно таким образом, имеют известные преиму- 
щества в смысле гибкости работы. Но недостаток их 
состоит в излишнем усложнении оборудовапия. Мы дадим 
теперь.^ краткое описание различных следящих систем 
колебателыого управления, устроенных таким образом, 
что эте колебание создает сама система. 

Рассмотрим систему, представленную схематически 
на фиг. 47. Пусть система рассчитана так, что при отсут- 
ствии входного сигнала она колеблется с частотой єџ, 
определяемой фазовыми сдвигами липейных элементов 
в цепи обратной связи. Қак мы уже отмечали, реле ведет 
себя по отношению -к этим колебаниям как подлипно 
линейное звено, обладающее частотной характеристикой, 
убывающей с ростом амилитуды колебаний. Амплитуда 
колебаний сама устанавливается так, что коэффициент 
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усиления по контуру, определяемый усилением реле и ли- 
нейпых звеньев, оказывается равным единице, 

Предположим теперь, что на систему действует вход- 
ной сигнал. Если соответствующий сигнал рассогласова- 
ния на входе реле достаточно мал, то усилепие постоян- 
того колебания, осуществляемое этим релейным устрой- 
ством, почти пе мепяетсн и система продолжает коле- 
баться с частотой и амплитудой, зпачения которых почти 
не отличаются от первоначальных. Как уже было отме- 
чепо, по отношению к этим сигналам релейиое устройство 
ведет себя как липейное звено, у которого коэффициент 
усиления па 6 26 мепьшс коэффициента усиления для 
мостоянпого колебания, Ясно, что при таких условиях 
данная следящая система является следящей системой 
колебательного управления, которая была описана выше. 
Единственным повым обстоятельством здесь является то, 
что частота и амплитуда модулирующего колебания 
Войт ө;# определяются самой системой, а не независимо 
от нее, как до сих пор молчаливо предполагалось 1). 

Во всех рассуждениях об этой системе как о следящей 
системе надо только приписать релейному устройству 
собственную эффективную передаточную фупкцию, а затем 
следовать методам, указанным в предыдущих главах ®). 
Нам нет надобности в явной форме учитывать постоянное 
колебание. Однако требование, в силу которого система 
дол на дейс:вовать еще и как геператор, в известной 
мере ограничиваег нап возможности в смысие Улучшения 
качества процесса отслеживания. Остановимся па этих 
ограпичениях несколько подробнее. 


1) Это свойство япляется основным в автоколебательных систе- 
мах, к которым относится рассматриваемая система. Сушестровапне 
автоколебатий обеспечивается наличием п системе релойного звепа 
П, 6, 13. 42, 43]. —Ирим. перев. 

3) Физически лнисаризируя систему поередетпом молулялии 
указанным здесь методом, мы можем рассматривать ее как линейную 
только с зочки зреция процесса преобразования входного сигиана 
в выходной сигнал системы. На по своим структурным спойстлам 
система благодаря наличию реле остается нелныейной и поэтому 
работает в режиме авлоколебаний, используемых для приближенной 
Физической линеаризации процесса прохождения сигналов через 
систему. — Прим. перев. 
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Пусть (6) означает персдаточную функцию цепи 
обратной связи дия сигналов, определяемых равенством 
{6.14). Тогда передаточиая функция для установившегося 
(модулирующего) һолебания равна 22 (5), и ввиду того, 
что система всегда работает в колебательпом режиме, 
передаточная функция 1-- [1/2 А (5)] замкнутой системы 
имсет чисто мнимый пуль 5= і». Поэтому 


(ім) = -- 1. 


Следовательно, кривая на диаграмме Найквиста, описы- 
ваемая точкой 1//(5) при перемещении точки $ вдоль 
мнимой оси, необходимо проходит через точку --2. 
С другой стороны, для обеспечения удовлетворительного 
качества слежения течение этой кривой должно отвечать 
условиям, выявленным в гл. !\У, включая и тб условие, 
что она не должна проходить вблизи точки — і. Очевидно, 
что для рассматриваемых систем выполнение этих усло- 
вий затруднительно в большей мере, чем в других 
случаях, гдс указанное ограничение отсутствует. В этом 
смысле такие азтоколебательные следящие системы менее 
гибки, чем следящие системы колебательного управления, 
в которых модулирующее колебание создается независи- 
мым генератором. 

При использовании автоколебательных систем необ- 
ходимо соблюдать элементариую предосторожность: для 
того чтобы кривая, которая принудительно проходит 
через Течку — 2, избежала сближения с точкой — № 
она должна пересекать вещественную ось в точке — 
перпендикулярно к последней. Для этого необходимо, 
чтобы-в окрестности частоты колебаний системы функция 
17Р (22) изменялась медленио по величине и быстро 
по фазе. 


6.6. Обобщенные следяшие системы колебалельного 
управления. Реле представляет собой нелипейное устрой- 
ство. Но путем сочетания управляющего сигнала с сину- 
соидальным колебанием высокой частоты и большой 
амплитуды можно добиться того, чтобы выходиая пере- 
менная системы изменялась прямо пропорциопально вход- 
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ной переменной). Таким образом, основная идея сле- 
дящих систем колебательного управления заключается 
в физической липеаризации нелинейной системы *). 
Ж. М. Лёбз) *) показал, что эта идея применима к любой 
нелинейной системе, и назвал этот метод обобщенным 
методом физической линеаризации следящих систем. 
Полученные в результате примевепия этого метода си- 
стемы мы будем называть обобщенными следящими 
системами колебательпого управления. 

Рассмотрим некоторую функцию у(х), где у — выход 
системы, а х- ес вход. Если вместо переменной х мы 
подставим сумму х '-є, где в гораздо мепьше х по абео- 
лютной величине, то, коль скоро (х) — функция голо- 
морфная, можно разложить и(х- ғ) в ряд Тэйлора 


иа) тет (+... (619) 


Определим теперь вход х как периодическую функцию 
времени # с периодом Т, считая в постоянной. Тогда 
очевидно, что у(х) также является периодической функ- 
цией временни с тем же периодом Т. Тот же вывод 
справедлив и для функций @ујіх и Фу/4х?. Периоди- 
ческие же функции мы можем разлагать в ряды Фурье. 
Тогда, пренебрегая члепами, содержащими є в степенях 
выше первой, получим 

о 
у(х) а а 2, (аъ Соз ло? -- Вуз 5іП пор) = 
гач 


в [а + о (аш с0поё-| 6, п ий], (6.16) 


где о = 2*/Г — частота входного колебания х. 

Если = не является в точности постоянной, а пред- 
ставляет собой медленно изменяющуюся функцию от ѓ 
в том смысле, что ее основная частота гораздо мепьше 


2) Эта пропорциональность, т. е. липейлость, является прибли- 
зительной и будст тем более точлой, чем меньше влияние высших 
гармоник. — Прим. перев. 

2) См. примечание?) на стр. 129. — Прим. перев. 

з) Соер /. М., Апиа. де ТЫесопипинсаюпз, 5, 65—71 (1950). 

«) См. также слатью Лёба в [44].-—-Ирим. перев. 
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частоты в, то уравнение (6.16) попрежнему остается 
приблизительно верпым. Теперь будем рассматривать 
функцию у(х) как соотношение между выходом и входом 
в нелипейном устройстве, фупкцию = (2) — как управляющий 
сигнал, а х(1) -как наложенпое колебание высокой 
частоты и большой амплитуды, пе обязательно синусои- 
дальное. Составляющая выхода пелинейного устройства, 
характеризующая влияние сиглала, определястся вторым 
членом в правой части (6.16). Так как частота о гораздо 
выше частоты сигнала =({), то периодическую функцию, 
изображаемую рядом Фурье 


аз 3 У, (а, соль 4-б, п пой), 
Д 


„= 


можию рассматривать как несущую, тогда как = (#) пред- 
ставляет собой модулирующус функцию. Проведенное 
рассуждение основано на существовании исносредствепиой 
зависимости у(х) между входом и выходом нелинейного 
устройства. По, как показал ЛЁб'), уравнение (6.16) 
справедливо также и в случае более общей зависимости 
ху х, определяемой посредством функционалов; 
эго означаег, зло переменная у зависит в момент вре- 
мени { не только от мгновенного значения х при том 
же {, по также от всех предшествовавших зпачений х. 
Это обобщенное понятие соотношения между входом 
и выходом включает в себя соотношения, определяемые 
характеристикой типа гистерезиса, в том числе и харак- 
теристиками зазоров в механических передачах, п пригодно 
для описания почти всех нелипейных устройств, встре- 
чающихся в прикладных задачах. Поэтому л обобщенных 
следящих системах колебательного управления выходным 
сигпалом пелинейного звена служиг модулированная 
несущая. Больше того, по отношению к сигналу вход 
и выход связаны линейной зависимостью. 
Пусть теперь паложениое колебание имеет вид сим- 
метричной волны — например синусоиды или пилообразного 
колебания, изображенного на фиг. 48. Ири этом условии, 


1) В работе, уназатиой в примечании?) па стр. 131.— При. перев. 
р Р 
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если у(х)- функция четная, т, е. если 


у(х) =0(— х) 
и (6.17) 


4 _(%ү 
#),= а-к? 


то между периодическими функциями ў (х) и 27!0х имеют 
место следующие фазовые соотношения: 


0), 9, т. 


2) Е и 
ак 7 Хах т 


Из этих соотношений следует, что в данном случае 
а= Ва, =0, а= 0 (и — четное). (6.19) 


Поэтому, пренебрегая высшими гармониками, можно пред- 
ставить песущую как синусоидальное колебание частоты ®. 


(6.18) 


21) 


за 
5 


» ё 


Фиг, 48 


Но именно это и характеризует следящие системы на пере- 
менном токе, рассмотренные в предыдущих пунктах. 
Следовательно, описанпый в пих метод спнтеза можно 
применить и к этому класс обобщенных следящих 
систем колебательного управления. Гели же и(х)— 
функция нсчетная, т. е. если у(х) = — р(- х), то для 
этого слуная можно выписать равенства, аналогичные 
равенствам (6.17) и (6.18), и, далее, 


а= 0, а= -=0 (9 — нечетпое). (6.20) 
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Пренебрегая высшими гармониками, мы возвращаемся 
к системе, подобной следящей системе колебательного 
управления, рассмотренной в п. 6.4. 

Из проведенного рассуждения следует вывод о том, 
что методом наложепия установившегося колебания 
на входной сигнал можно линеаризировать характеристику 
нелинейного звена следящей системы и тем самым прев- 
ратить систему в следящую систему колебательного упра- 
вления улучшенного качества. Кроме того, такие следящие 
системы можно разрабатывать с помощью методов, уже 
изложенпых в этой главе. 


Глава УП 
СЛЕДЯЩИЕ СИСТЕМЫ ПРЕРЫВИСТОГО ДЕЙСТВИЯ 


Все рассмотренные до сих пор следящие системы пред- 
назначены для работы от сигналов, заданных в форме 
функции от пепрерывной переменной #. Встречаются, 
однако, такие случаи, когда сигналы, от которых работает 
следящая система. задаются в форме фуикций от дискрет- 
ной переменной. Эти случаи имеют место, например, в ус- 
ловиях, когда нам задан входной сигпал, полученпый по- 
средством определения значений функции х(В} в равно- 
отстоящие один от другого моменты времени 0, 25. 24, ... + 
В этих условиях входной сигнал волсе не определяется 
в иптервалах времени между последовательными моментами 
съема сигиала. 

Естественно, что в рассмотренных условиях нас инте- 
ресуют значения выходного сигнала в моменты съема 
входиого сигнала. Следовательно, следящая система 
должпа действовать так, чтобы корректирующее воздействие 
на выходной сигнал зависело только от этих значений, 
а не от тех, которые выходной сигнал может принимать 
в интервадах вне точек съема. Следящую систему, пред- 
назначенную действовать указанным образом, можно на- 
звать следящей системой прерывистого действия. В этой 
главе мы кратко изложим теорию линейных следящих 
систем указанного типа, которая, по существу, весьма 
сходна с теорией непрерывных следящих систем, разобран- 
ной в предыдущих главах. 


7.1. Выход цепи прерывистого действия. В качестве 
простейшего образца следящей системы прерывистого дей 
ствия мы будем рассматривать систему, изображенную 
на фиг. 49. Эта система содержит обычные цепи: прямую 
пепь и цепь обратной связи, Существенно новая особен- 
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пость системы состоит в наличии в цепи обратной связи 
ключа, действующего периодически так, что эта цепь 
бырает замкнута только па протяжении коротких про- 
межутков времени, в равноотстоящие один от другого 
моменты времени 0, 1, 24, 1). Размещение внутри 


шр + У) 
Периодически 


ёейспвующий 
Нлюч 


Ҷепь обратной 
| связи 


Фиг. 49 


системы звеньев, запасаощих эпергию (частотно-селектив- 
ных звеньсв), отражается па соответствениой теории только 
в деталях. Мы воспользуемся поэтому возможностью не- 
сколько упростить изложение, допусгив, что передаточная 
функция прямой пеші не зависит от частоты °). В этом 
случае существенно, чтобы ключ был расположен в указан- 
ном на фигуре мест 

Дальнейшес исследование основано па предположений 
о том. что промежутки времени, на протяжении которых 
ключ остается замкнутым, достаточно коротки; поэтому 
можно считать. что на цепь обратной связи воздействуют 
последовательлые импульсы и что реакция #,(!) цепи 
обратной связи на импульс является непрерывной функ- 
цией. Последнее предположение означает, что при малых 
значениях # реакция й, (#) имеет порядок роста /", п » 1. 
Тогда й»ь(#) не имсет разрыва при #=0. Обозначив через 


1) Теоретически эти лоротьие промежутки времени суть пзалиро- 
ванные моменты, т. с. точки ха оси 2, почему и можно говорить 
об эгих промежлтлах как © моментах 0, в, ... . "Прим. перев, 

2} «Ках будет видно из лалънейн.ега, вопреки утнепжденит автора, 
допутепие о постоянстве передаточной фунчики прямой цена лежит 
в осподе сего последующего анализа. При отказе от этого лопуще- 
ная уравзепие (7.2) становится неппименпмым и, по существу, мы 
приходим к зпачительто более сложной зачаче, требующей иного 
метода решения» (примечание Я. З. Цыпкива на стр. 108 книги 
Макхола (см. стр. 116), материал которой используется Цяпем в этой 
главс). — Прим. перев. 
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Е, (5) передаточную функцию цепи обратной связи, мы 
установим, что, в силу общего соотношения (2.18), 
ть 

{ г,(5)е" 45. (7.1) 


тео 


где ү- вещестпенпая постояппая, превьннающая веществен- 
ныс части всех полюсов функции Ё, (8). Если при доста- 
точпо больших 8 функция Ё, (з) имеет порядок роста 1/5”, 
то на осповании «словаря» оригиналов и изображений 
(табл. |, стр. 23) фупкция 2, (ў) имест при малых і поря- 
док роста #"-', Из условия неирерывности фупкции й, (й) 
при # = 0 следует, что т должно равняться по крайней 
мере двум. Таким образом, при достаточпо больших $, 
Е, (5) стремится к нулю по крайней мере так же быстро, 
как функция 1/5 

Теперь уже очевидно, что если входной сигнал х(ў} 
тождественно обращастся в нуль при отрицательных значе- 
ниях #, то значение выходного сигнала #(й} в выбрапный 
момент пі, съема сигнала определяется суммой влияни 
всех предшествующих импульсов и выражается формулой 


п 

иб) = Ех) №, У уе НИ], @2) 
Ето 

где Р,- персдаточная функция прямой цепи, а @— доля 

периода включения, на протяжении которой ключ замыкает 

цепь. Произведение 0, (621) равно, таким образом, импуль- 

су, постуйающему на вход цепи обратной связи в момент 


ЕЁ. - 
Если х(В и й,(Ё} известны в момепты съема сигнала, 
то значения 1 (0), 1 (2), 0 (21), ... можно последовательно 


вычислить элементарным путем с помощью формулы (7.2). 
Однако вместо того, чтобы идти этим путем, мы ныберем 
более ясный пуль, который позволит устаповить связь 
между теорией следящих систем ирерывистого действия и 
теорией обычных следящих систем, газобранной в главе 1%. 
Такой подход принадлежит Г. Р. Штибицу и К. Э. Шэң- 
нону 1). 


3) Сы. также клиту Я. 3. Цыпкина [50]. - рим. ред 
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7.2. Теория Штибица и Шэннона. Введем функции 


Х*()= Хетт, (7.3) 
У" (9) = 5 ув) с“, (7.4) 
(59) = 4 Ў (н) ет", (7.5) 


Эти функции являются пернодическими функциями комп- 
лексной переменной ѕ с мнимым периодом 2=1//,. Поэтому 
фупкции х. уи А, зависящие от аргумента иё, представ- 
ляют собой коэффициенты Фурье. Техника персхода от 
функций (0), и и №, к функциям Х*($), У* (5) 
и (5) имеет очень много общего с техникой обра- 
зования соответствующих изображений по Лапласу Х {5), 
У (5) и 2, (5), определяемых соотношением (2.1). Здесь 
вместо непрерывно изменяющегося времени фигурируют 
дискретные значения времени пі, и, следовательно, зпак 
иптеграла заменяется знаком суммирования. Поэтому пре- 
образования (7.3) — (7.5) представляют собой естественное 
видоизменение методики преобразования Лапласа прн пере- 
ходе к задачам, связанным со следящими системами пре- 
рывистого действия. 

Соередоточим пока свое внимание на том случае, когда 
все полюсы функции Ё, (5) расположены слева от мнимой 
оси. Тогла функция й.(1) при ё > оо убывает по экспонен- 
цийльному закону, и ряд в правой части равенства (7.5) 
сходится при всех значениях $, у которых вещественные 
части превышают некоторую отрицательную постоян- 
ную. 

Что касается рядов в правых частях (7.3) и (7.4), то их 
сходимость зависит, конечно, от характера входного сигнала. 
Мы ограничимся рассмотрением только тех входных сигна- 
лов, при которых эти ряды сходятся таким же образом, 
как и ряд (7.5). Это сводится лишь к незпачительпым 
ограничениям, палагаемым на входные сигпалы х (й) и обыч- 
но припимаемым в теории неустановившегося режима, 
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Умножая все члены в обсих частях равенства (7.2) 
на е" и затем суммируя по всем зпачениям п, получаем 


УЕ" У есте У ув) (пй 6). 
Но 


0, У еч У (в) А, (пі — ВВ) 
т &=0 


0 
а, Ў) У и) еее А, (а в) = 


0 


а 
Л 
Ф 


= У Хе Коз ето р, (тра) = ВЕ (5) У* (5). 


0 


Процесс перехода от суммирования по п и А к сумми- 
рованию по ё и т =й -— графически пояснен на фиг. 50, 


——+("-к)=т 


п 


Фиг. 50 


где заштрихованная область является областью, в которой 
выполняется суммирование. Поэтому 

Уе {9 =РИХ* (8) — 9Р (8) У* (8)] 
или 


(7.6) 


Сотношение (7.6) является апалогом основного соот- 
ношения (4.3), относящегося к следящим системам непре- 
рывного действия, рассмотренным выше. Различие же 
между этими соотпошепиями обусловлено свойствами соот- 
ветствующих функций. Мы остановимся на этом позже 

Примем теперь такое предположепие о характере функ- 
ции и (пѓ,), в силу которого ряд, определяющий функцию 
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У* (5), сходится при всех значеннях $, обладающих не- 
отрицательными вещественными частями, В этом случае 
данный ряд сходится и при чисто мнимых значениях $. 
Пусть 5= і». Тогда 


> 
У? (іы) етот 5 тА) еіоо (т-н) 
тг 
Поэтому 
или 


9 


и) = 5 


У* (по) ето фы, 


У 


Положив й» = 5 и їе, == ,, получим окончательно 


(1) = У* (5) ет 43. 


В силу теоремы Коши об иптеграле от фупкции комплекс- 
ной леременной имеем 


А ти 
А (7.7) 


у(ть) ТЕБРЫЕН 49 


где Г (фиг. 51) означаст контур интегрирования, сосдиняю- 
щий две точки, удаленные одна от другой на расстояние 
25], и лежащие па миимой оси плоскости комплексной 
переменной 5; этот коитур проходит справа от вссх особых 
точек подинтегральпой фупкции. Приведенное здесь опре- 
делепие контура Г япляется настолько общим, что уравне- 
ние (7.7) остастся справедливым даже в том случае, когда 
функция У* (5) имеет полюсы с положительной веществен- 
ной частью. 

Благодаря периодичности функций Х*(5) и Ё*($) мы 
можем дополнить контур Г пуикгирными прямыми, парал- 
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лельными вещественной оси; значение интеграла при этом 
не изменится. Образованный таким образом контур будет 
содержать все полюсы подинтегральной функции. Но можно 
показать, что для широкого класса практически примени- 
мых входпых функций функция Х*(5) пе будет иметь по- 
люсов с положительными вещественными частями, В этом 
случае единственным 
возможным ИСТОЧНИКОМ 
неустойчивости явится 
наличие в знаменателе 
подинтегральюй фупк- 
ции в (7.7) пуля с поло- 
жительной вещесғлен- 
ной частыо. Таким обра- 
зом, совершенно апало- 


Плоскость 5 


гично условию  устой- 
чивости в следящих си- 
стемах пепрерывпого Фиг, 51 


действия пеобходимое и 
достаточное условие устойчивости следящих систем пре- 
рывистого действия заключается в том, чтобы уравнение 


1-07.) 20 (7.8) 


не имело корней в правой части плоскости комплексной 
перемепиой 5. Покажем теперь, каким образом можно опре- 
делить с помощью надлежащего видоизменения критерия 
Найквиста (п. ), выполняется ли это услонис. 


7.3. Критерий Найквиста для слелящих систем пре- 
рывистого лействия. Ввиду периодичности функции Р ($) 
достаточно ` определить, имеет ли уравнение (7.8) корни 
в горизонтальюй полуполосе шириной 25/7, простирающей- 
ся вправо от мнимой оси (фиг. 52), или же пет. 

Предположим, что функция Ё? (5) не имсет особых точек 
на мнимой оси и вправо от этой оси, а также, что функ- 
ция 1+ 07,9 (5) не имеет нулей на мнимой оси. Мы будем 
также преднолагать, что упомянутая горизонтальная полу- 
полоса расположена так, что функиия 1 = РЁ (5) ле имеет 
нулей на ее горизонтальных сторонах. Пусть теперь точка $ 
описывает замкнутую кривую АВСРА, показанпую на 
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фиг. 52. Конец вектора ВЕ, Е» (5) описываст при этом не- 
которую замкнутую кривую типа кривой А’В’С'Р’А’, изо- 
бражевной на фиг. 53 (мы не пытаемся точно панести 
кривую, описываемую концом этого вектора). Когда точка 
5 пробегает отрезок АВ, конец вектора перемещается вдоль 
кривой Д’В’. Когда точка ѕ пробегает отрезок ВС, конек 
вектора перемещается вдоль дуги В”С”, причем вследствие 


21А В 
9+] 
Плоскость 5 
0 
7 С 


Фиг. 


периодичности функции Р (5) В’С’ представляет собой 
замкнутую кривую. Когда точка $ пробегает отрезок СР, 
конец упомянутого вектора перемещается вдоль дуги С’О’; 
вследствие периодичиости функции 2% (5) С’О”’ совпадает 
с А’В’ с точностью до паправления обхода. Наконец, когда 
точка $ пробегает отрезок РА, конец вектора перемещается 
вдоль дуги ЮА’, являющейся замкнутой кривой. 

Согласно теореме Коши, уравнение (7.8) имеет корни 
в прямоугольнике АВСР или не имеет их в этом прямо- 
угольнике в зависимости от того, не равно илн равно нулю 
число полных оборотов раднуса-вектора, проведенного из 
точки ‹—1 к текущей точке 92,2*(5) при обходе этой 
текущей точкой контура 4’В’С’Р”И’. 

Рассмотрим теперь, что провсходит, когда сторона ВС 
прямоугольника, показанного на фиг. 52, удаляется в бес- 
конечность. С помошью соотношения (7.5) легко устано- 
вить, что замкнутая кривая, образованпая дугой В'С’ на 
фиг. 58, стягивается при этом в точку. Следовательно, 
характерная кривая сводится к дуге Г’'А’. Уравнение (7.8), 
очевидно, имеет корни в рассматриваемой полосе или не 
имеет их в ней в зависимости от того, отлично от нуля 
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или равно нулю число полных оборотов радиуса-всктора, 
проведенного из точки — 1 к полученной таким образом 
предельной кривой. В этом и заключается критерий Най- 
квиста для простых сле- 


Плоскость 
дящих систем прерывисто- комплексної 
го действия !). переменной 


Мы изложили здесь ос- 
повы теории Шивбица— 
— Шэинона, посвященной 
исследовапию следящих си- 
стем прерывистого дейст- 
вия; эта теорня как по ее 
содержанию, так и по фор- 
ме весьма сходна с теорией 
следящих систем иепре- 
рывного действия. 


7.4. Установившаяся ошибка следящей системы пре- 
рывистого действия. Если на вход системы подана единич- 
ная функция, т. с. 


= Увы Ув 
п=0 0 


а= 


то, согласно (7.1), 


1 


При и -> оо единственным полюсом, имеющим существен- 
ное значение, является лишь полюс в начале и 


Ру 


т и (пб) НЕО" 


и 


(2.9) 


Это соотношение определяет услановилшееся значение вы- 
хода ири постоянном единичном входе. Поэтому условие 


3) См. [5]. —/Лрин. перев. 
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достаточной малости (по абсолютной величине) установив- 
шейся ошибки следящей системы прерывистого действия 
выражается соотношением 


Е, = 1 0Р. Е (0) 
или 


Е, (7.10) 


ВО) 


Последнее соотношение доставляет приближенное значе- 
пие коэффициента усиления прямой цени, которое будет 
иметь место при точном воспроизведении входа выходом. 
Соотношение (7.10) дая следящих систем прерывистого 
действия апалогично соотношению (4.11) для следящих 
систем непрерывного действия. 


7.5. Вычисление функции 2:(5). Нам остается сделать 
еще один шаг, прежде чем можно будет сһазать, что 
наша теория следящих систем прерывистого действия 
имеет практическое значение. Обе фупкции А, (5) и 2! ($) 
являются характеристиками цели обратной евизи: 5) 
характеризует эту цепь, когда она применяегся как 
часть следящей системы непрерывного действия, а 2: ($) — 
когда цепь образует часть следящей системы прерыви- 
стого действия. С математической точки зрепия первая 
функция гораздо проще второй; к гому же опа является 


функцией, непосредственно пепользуемой в известных 


методах расчета цепей. Поэтому важио установить воз- 
можно более прямую связь между эгими функциями. 
С этой целью напомним, что РЁ (5) - функция, пери- 
одическая сотостельно $ с чисто мипмым периодом 
Далее отметим, что при исследованин данной 
системы по способу Пайквиста гребуется рассматривать 


Предполагая, ч1о воществекная часть $ иревосходит 
число ү, являющееся, в силу наших предположений, 
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отрицательным, подсчитаем Ё} (5) с помощью (7.1) и (7.5 


> ев 

я У 2-11 { Е, (дуети 44 = 
а=0 ті 
т 


Е, (9) У, еп" (8—9) = 
0 


лауа 
\ са. @.1) 


тоо 


Вычислим правую часть равенства (7.11) методом выче- 
тов. Полюсами подинтегральной функции являются полюсы 
функции ХР, (5), лежащие слева от пути интегрирования, 
и корни уравпения 1 — е0 0 = 0, лежащие справа 
от него. Легко видеть, что интегрирование по прямой 
от ү — #2 до 7 + іоо равносильно интегрированию по ча- 
совой стрелке по замкнутому контуру, образованному 
этой прямой и полуокружностью бесконечпого радиуса, 
расположелной в правой полуплоскости комплексной 
переменной 5. Следовательно, правая часть равенства 
(7.11) равна сумме вычетов подинтегрального выражения 
относительно различных корней уравнения 1 — е (8-9 = 0), 
умножепной на — 

Но корнями последнего уравнения служат числа 
5 (251/1), где ги — целое число; вычет же подинте- 


4 


гральной фўнкции относительно полюса, соответствующего 
РЕ ‚ Эпіт 

этому корню, равен -- (1/4) А, Є та у. Поэтому в ре- 
о 


зультате . получаем соотпошение 


Е (8) = (7.12) 


Эта формула позволяет более глубоко изучить свойства 
функции 2% (5) и иногда оказывается полезной при при- 
ближенных подечетах. Но можно легко получить точное 
выражение Ё#(5) в конечной форме. 


10 цянь-Сюэ-Сэнь 
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Функцию Ё, (=) можпо представить как сумму конеч- 
ного числа элементарных лробей в виде 


(7.13) 


где все коэффициенты а, и величины $, — постояпные, 
а л -- степень многочлена, служащего знаменателем функ- 
ции Ё, (5). Подставив это выражение функции Ё, (5) 
в соотношение (7.12), получим 


Выпишем теперь известное представление с 2 с помощью 
ряда 


г = 
сШ2=- +22 Уу 


=] 


Благодаря’ последнему соотношению можно фактически 
выполнить суммирование по индексу т; тогда 


за ] . (7.15) 


Эта формула позволяет точно вычислить Ё (5) при любом 
значении 5. 

Когда №, очепь мало и величиной Р,(№} можно пре- 
небречь вне интервала 1 < в < прі. качественное 
течение функции Р (ќе) пепосредственно очевидно из соот- 
ношения (7.12). В самом деле, винтервале — «№ < ө < ^/, 
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функция Р (йш) приближенно равна функции Ё, (ѓо). Точно 
также мы убедимся, что, когда і, велико, для Рӯ (іо) 
можно получить столь же простое приближение. Для этого 
запишем корень $, в виде 


8, 
Д 


бор (7.16) 


где все}, И о, — вещественные величины. Согласно при- 
нятым допущениям, все величины А положительны. Тогда 
соотношение (7.15) можно преобразовать следующим 
образом: 


Е (іе) 


бо Ус {р Ее = 
= 


п 
р г фет За Н] 
ЕРТЕ о 


1—е 


Поэтому, когда & велико, 


И 
Е; (о) У а, 1 +2270 әтәрл), = (ТТ) 


21 


Когда переменная 5 принимает большие значения, разло- 
жение (7.13) можно представить в виде 


А В 
1 Уі г 
Е, (9) == уат ет... 
в=1 = 


Но мы предноложили, что Ё,(5) приближается к нулю 
по меньшей мере как 1/5%, когда 5 пеограниченно п03- 
растает (что обусловливает непрерывность выходиой реак- 
ции цепи обратной связи на импульсное воздействие); 
следовательно, 


п 
У а=0. (7.18) 
Е 
Поэтому равенство (7.17) преобразуется к виду 
л 
Е (о) ее У, аде. (7.19) 
1 


10* 


148 Гл. УП. Следящие систены прерывистого действия 


В реальных системах корпи з, или представляют собой 
вещественные числа, или же встречаются в виде сопря- 
женных пар комплексных чисел. Поэтому копечная сумма 
в правой части (7.19) является всегда величиной веще- 
ственной и кривая, описываемая точкой Гў (ію) при изме- 
нении ® от — 7/{, до т/ѓ,, представляет собой окруж- 
ность радиуса 


Й 
А 
1 У) аео |. (7.20) 


7.6. Сравнение следящих систем непрерывного и пре- 
рывистого действия, Мы убедились в том, что при малых 
значениях № функция Аў (ѓо) приблизительно совпадает 
с Е, (іо). В следящих системах непрерывного действия 
критерий устойчивости заключается в том, чтобы график 
функции ЁЁ, (15) не подходил к окрестности точки — 1. 
В следящих системах прерывистого действия к этой окре- 
стности пе должен подходить график фупкции Р.Е (ѓо) 
или, иначе, график функции РР (ію) пе должен подхо- 
дить к окрестности точки — 1/9. Поэтому если пас инте- 
ресует только вопрос об устойчивости, то следящие системы 
прерывистого действия могут работать при гораздо боль- 
ших значениях коэффициента усиления, чем системы 
непрерывного действия. 

Когда значения # достаточно велики, то, в силу соот- 
ношений (7.19) и (7.20), критерий Пайквиста сводится 
к простому неравенству 


а 
вк 5 аһ | < 1. 


Так жак вещественные части корней 5, отрицательны, 
то радиус кривой, описываемой точкой Р (ію), очень мал. 
Учитывая это обстоятельство, а также то, что величина 0, 
характеризующая продолжительность замыкания ключа, 
мала, мы приходим к следующему выводу: прямая цепь 
системы прерывистого действия может работать при очень 
высоких значепиях коэффициента усиления без наступления 
неустойчивости, Таким образом, при любой продолжительно- 
сти периода & включения требования к следящей системе 
прерывистого действия, обусловливающие ее устойчивость, 
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налагают на систему гораздо меньшие ограничения по срав- 
нению с соответствующими ограничениями дия следящих 
систем непрерывного действия. Может быть, этого и сле- 
довало ожидать, так как промежутки времени, на протя- 
жении которых цепь обратной связи оказывается замкну- 
той, весьма коротки, а на течение выходпой переменной 
системы вне этих промежутков не налагается никаких 
воздействий. 


7.7. Случай, когда функция ХЕ, (5) имеет полюс в на- 
чале. В практических условиях вполпе возможно, что 
функция А, (5) имсет полюс при 5-=0. До сих пор мы 
исключали этот случан из рассмотрения, с тем чтобы 
избежать пекоторых, впрочем, пезначительных усложне- 
ний. Теперь мы его кратко рассмотрим. 

Прежде всего заметим, что если величина $ = 0 
является полюсом функции Ё, (5), то постоянная 1 должна 
быть положительной, а паще представление этой функ- 
ции в виде ряда останется справедливым только при зна- 
чениях 5, обладающих положительной вещественной 
частью. Далее отметим, что диаграмма Найквиста для 
этой системы также претерпеваст изменения, а именпо 
вместо замкнутой кривой мы получим разомкнутую кри- 
вую, копцы которой надо считать соедннепными полуок- 
ружностью бесконечпого радиуса. 

Однако получепное выше выражение для фупкции Гӯ (5) 
в копечпой форме остается в силе. Положив 5, = 0, мы 
получим ца основании равенства (7.15) 


Е) = 


р 


СА А 
[ 22 іа, сід 4 Ў а, сте та] А 
2 


Следовательно, когда & велико, мы приходим к выраже- 
нию, аналогичному (7.17), т. е. к выражению 


2") а асв Уа Иен |. 


Но, в силу равенства (7.18), 


аа. На а 
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и поэтому 


а 


еә У) авео. (7.921) 


4-2 


Е; (іо) 


Постоянная а, конечно, вещественна и положительна. 
При изменении ® от —т/, до И, первое слагаемое 
в правой части (7.21) определяет прямую, параллельную 
мнимой оси. Второе слагаемое в выражелии для Р* (в) 
определяет синусоидальпую функцию. Отсюда следует, 
что кривая Пайквиста представляет собой результат 
синусоидальной деформации прямой линии. 


Глава ҮШ 


ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ С ЗАПАЗДЫВА НИЕМ?) 


В настоящей главе мы введем в рассматриваемые 
нами линейные системы с постоянными коэффициентами 
еще один новый элемент: запаздывание по времени. Говоря 
о запаздывании т по времепи, мы имеем в виду, что 
соотношение между различными переменными системы 
нельзя выразить в виде такого соотпошепия между этими 
переменными, в котором значения всех перемепных отно- 
сятся к одному и гому же моменту времени #; паоборот, 
злачения некоторых из переменных соответствуют моменту &, 
а значения некоторых других переменных — более рапнему, 
моменту {— т. Следовательно, переменные, заданные 
для момента # – т, запаздывают на промежуток времени т 
по отпошению к лерсменным, задаппым для момента #. 
Таким образом, это запаздывание по времени коренным 
образом отличается от постоянной времени линейной 
системы первого порядка, рассмотренной в п. 3.1. Системы 
с запаздыванием по времени (с запаздывающим аргумен- 
том) описываются дифференциальпо-разностными уравне- 
ниями с постоянными коэффипиентами и являются более 
сложными, чем линейные системы, рассматривавшиеся 
до сих. пор и описывавшнеся дифференциальными уравне- 
пиями. Системы с запаздывающим аргументом изучали 
многие исследователи, в частности А. Каллендер, Д. Хартри 
и А. Портер?) и П. Минорский?). Нас, одпако, интересует 
несколько более ограниченная задача. Мы хотим зпать, 


2} См. также [13, 29]. —Прыя. перев. 

2) Са! 1апаег Нагігее Г, РогЁсг А. Тгапѕ. Воу. 
5ос., Гоп4оп (А), 235, 415—444 (1935). (Издожение этой работы 
имеется в книго 113]—//рил. перев.) 

3) М!погзку Јошт. Аррі. Месь. (АЗМГ), 9, 67—71 (1942). 
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каким способом можно исследовать поведение следящей 
системы (с обратной связыо), содержащей запаздывание т 
по времени. В частности, мы хотим видоизменить способ 
Найквиста (п. 3.4) так, чтобы он стал применим к систе- 
‘мам с запаздывающим аргументом. 

Мы изложим теорию систем с запаздывающим аргу- 
ментом, рассматривая конкретный пример такой системы, 
а имепно пример, относящийся к стабилизации режима 
горения в ракетном двигателе с помощью системы с об- 
ратной связью. Вопрос о пеустойчивости режима горения 
в ракетном двигателе изучали многие авторы. В нашем 
исследовании влияния запаздывания в ракетном двигателе 
мы будем следовать работе Л. Крокко?). Для простоты 
рассуждения?) рассмотрим только случай так пазываемых 
низкочастотных колебаний в ракетном двигателе, работа- 
ющем на одпокомпонентиом жидком топливе. 


8.1. Запаздывание во времени при горении. Введем 


обозначения: т, (7) — масса горячего газа, образуемая при 
горении в единицу времени и соответствующая моменту 


времепи 2, ж, (#) — расход топлива на сгорание в момент 2, 
< (1) — запаздывание по времени (временнбе запаздывание) 
той частицы жидкого топлива, которая сгорает в момент #. 
Тогда масса топлива, сгоревшая за промежуток времени 
между моментами Ёи #4, должна равняться массе 
топлива, впрыснутой в камеру горения за промежуток 
времени между момептами {-т и ѓ-т 4 4(# – т). Следо- 
вательно, и 


т. (а= тб уа 


(8.1) 


Горячие газы, образовавшиеся в результате сгорания 
топлива, или используются для наполнения камеры горе- 
ния для повышения их давления р2(ё), или же выпуска- 
ются наружу через сопло ракеты в форме реактивной 
пи частота возможных колебаний в камере го- 


3) Стоссо Г., Јошт. Атег. Коскеі Ѕос., 21, 163—178 (1951). 
2) Последующее рассуждение основано на работе, опубликован- 
ной в Їошп. Атег. Коскеі Ѕос., 22, 256—262 (1952). 
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рения низка, то давление в камере можно считать одно- 
родным и в первом приближении 1} газовый поток через 
сопло можно рассматривать как квазистационарный. 
В этих предположепиях массовый расход газа через сопло 
пропорционален плотности горячего газа в ракетном дви- 
гателе. Но в двигателе, работающем на однокомпонентном 
топливе, температура горячего газа почти не зависит от 
давления, при котором происходит сгорание топлива, и 
поэтому плотность этого газа пропорциональна только его 


давлению. Пусть т - установившийся расход массы в си- 
стеме, М,— среднее значение массы газа, находящейся 
в двигателе, р — устаповившееся значение давления в ка- 
мере горения. Пренебрегая объемом, занятым пе сгоревшей 
еще частью жидкости, имеем 


пет (=) а «СМ, А ; (8.2) 


Введем безразмерные переменные Ф и в для давления 
газа в камере горения и расхода топлива на сжигание, 
определяемые с помошью соотношений 


тт 


(8.3) 


т 


Следовательно, $ и р представляют собой относительные 
отклонения соответственно давления газа и расхода топ- 


лива от йх установившихся значений. Исключая т, из 
соотношений (8.1) и (8.2) и учитывая (8.3), приходим 
к уравнению 


(1-я )ве-эни. 84) 


Для подсчета величины т/а? воспользуемся теорией 
Крокко о зависимости давления от запаздывания в сго- 
рании. Пусть (р) – функция. определяющая скорость 
подготовки жидкого топлива к окончательному быстрому 
превращению в горячий газ; тогда запаздывание т под- 


1) Тяуел Н: 5.. Јоцгп, Атег. оске Ѕос., 22, 139 --143 (1952). 
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считывается с помощью соотношения 


ў 0) а = опа. (8.5) 


1 


Постоянную в правой части (8.5) можно рассматривать 
как количество тепла, которое необходимо сообщить еди- 
ниде массы холодпого впрыскираемого топлива до ее 
воспламенения. Тогда функцию [(р) можло физически 
истолковать как скорость теплопередачи от горячих газооб- 
разных продуктов горения к вирыскиваемому в камеру 
горения жидкому тоиливу. Дифференцируя обе части (8.5) 
по ё, получаем 


ГА Со). (= 


Теперь мы в состоянии дать в явной форме определе- 
ние малого отклонения однородпой системы от ее устано- 
вившегося состояпия. Допустим, что отклонение давле- 
ния р от его устаповившегося значения невелико. Тогда 
функцию (р) можно разложить в ряд Тэйлора около 
р-=р одип раз для момента &, а другой раз -– для мо- 
мента # — т. Ограпичиваясь учетом только членов поряд- 
қов не выше первого, получим 


О РОР), 5909. 
Р РР (7) 560—9). 


Здесь = — запаздывание при среднем зпачении р давления, 
т. е. тенерь = — постоянная. Следовательно, 


7) 0-0-9. 89) 


С помощью уравнений (8.4) и (8.6) придем к выражению 


р (20) а (2) (2—0), (8.7) 


42 
где 


аш} 
=. | 1115 = 0 
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г=4, =, (8.9) 


а постоянная 0, рална отношению среднего значепия газо- 
образпой массы, паходящейся в двигателе, к ередпему 
значению расхода массы через двигатель. Таким образом, 
8, равно среднему зпачению промежутка времени между 
моментом образования горячего газа в результате сгорания 
топлива и моментом сго истечения из реактивного солла. 
По этой причине 9, называют постоянной времепи газового 
потока. При дальнейших подсчетах мы будем выражать 
время в единицах этой основной постоянной времени, 
Перемепиая 2 представляег собой безразмерное время, а 
$ — безразмерную постояниую запаздывания процесса го- 
рения. 

Фупкция /(р} пропорциопальна р”, где и — посгояпная, 
не зависящая от р. В такой форме задает функцию [(р} 
Крокко. Мы же рассмотрим случай, несколько более об- 
щий в том отношении, что зависимость {(р) может быть 
произвольной, а величипа и подсчитывается с помощью 
(8.8) и является функцией от р. Если рассматривать (р) 
как скорость теплопередачи от горячих газообразных про- 
дуктов горсния к впрыскиваемому в камеру горения жид- 
кому топливу, то из физических законов теплопередачи 


1 
следует, что значение м заключено между 5 и }]. 


8.2, Диаграмма Сатче. Пеустойчивость процесса го- 
рения при равномерной подаче топлива в камеру горения 
Крокко ‘назвал неустойчивостью, органически присущей 
этому процессу. Если количество топлива, подаваемого 
в единицу времени в камеру горения, определяется по- 
стоянной, не зависящей от давления р в этой камере, то 
в==0. Следовательно, устойчивоеть системы определяется 
простым уравнепием, получаемым из уравнения (8.7): 


0. (8.10) 


З 0л) (0) гп) 


Қ уравнению (8.10) можно применить метод преобра- 
зования Лапласа так, как он применяется к уравнениям, 
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не содержащим запаздывающего аргумента и рассмотрен- 
ным в предыдущих главах. Именно в этом заключастся 
прием, который использовал Г. И. Ансов'). Однако 
данное основное уравнение, с помошью которого иселе- 
дуется задача об устойчивости горения, пе содержит 
вынуждающего члена. Поэтому примепение классического 
метода решения липейпых дифференциально-разиостпых 
уравнений доставляет болес прямой подход к задаче. 
Таким образом, мы будем искать $(2) в виде экспоненты: 


(2) ~ е”. 


Подставив это значение $(2} в уравнение (8.10), получим 
характеристическое уравнение 


$ (1—и) ие 


0 (8.1) 


относительно показателя з степени. 

Уравнение (8.11) можно также получить и с помощью 
преобразования Лапласа, применив последнее к исходному 
уравнению (8.10). Умножая обе части этого уравнения 
на е-* и затем интегрируя по 2 в пределах от 2=0 до 
2= со и обозначая через Ф (5) изображение по Лапласу 
функции Ф (г), приходим к равенству 


$0 (в) + -- я) (8) из - 9-я 02-0 
о 


© 5 = 


ое - ее 0а 


0 
неф зе ая, 


Поэтому если выбрать начальные злачения так, что ф = 0 
при 2.50 (так называемые нулевые начальные условия), то 


[55 (1—7) - пе-%]Ф (5) = 0, 


1) Апзо! ТН. 1., ЈопгзгАррі. Мес, (АМЕ), 16, 158 — 164 (1949). 
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откуда мы вповь получаем уравнение (8.11). Здесь ком- 
плекспая перемепная 5 имеет тот же смысл, который она 
имела в предыдущих главах. Единственное различие между 
комплекслыми переменными з настоящей главы и пред- 
шествующих глав состоит в том, что здесь комплексная 
иеремеппая $ приведена к безразмерной форме с помощью 
постоянной 6, времени газового потока. Интересно также 
отметить, что если бы уравнение (8.10) было неоднород- 
ным, т. е. содержало бы в правой части вынуждающий 
член, то уравнение, которое получилось бы в результате 
применения к упомяпутому неоднородному уравнению 
преобразования Лапласа, оказалось бы также неоднород- 
ным. Очевидно, что функция 


#()= 


1 
52 (п) Бле 


служит передаточной функцией рассматриваемой системы, 
причем выходной функцией служит $(2). Таким образом, 
функция Ё (5) является еще одним примером трансцен- 
дентной передаточной функции. 

Крокко нашел значение комплексного корня ѕ с по- 
мощью решения системы двух уравпепий, соответствующих 
вещественной и мнимой частям уравнения (8.11). Однако 
если вас интересует задача об исследовании устойчивости 
системы, то можно с успехом воспользоваться теоремой 
Коши, приведенной в п. 4.3. Введем обозпачение 


00) е9 (12-5). (8.12) 


Тогда ответ на вопрос об устойчивости системы будет 
зависеть от того, имсет ли функция @(5) нули в правой 
полуплоскости комплексной переменной 5. А на вопрос 
о наличии или отсутствии таких пулей С (5) можно отве- 
тить, если проследить за изменепием аргумента функции 
(5), когда ѕ обегает полуокружность, охватываощую 
правую полуплоскость $ (фиг. 31). Если при этом вектор 
С (5) совершает целое число оборотов но часовой стрелке, 
то на основании теоремы Коти это число оборотов равно 
разности между числом нулей и числом полюсов функ- 
ции С (5) в правой полуплоскости 5. Так как, очевидно, 
($) не имеет полюсов в этой правой полуплоскости, то 
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число оборотов вектора 0 (5) равно числу нулей С (5). 
Следовательно, условие устойчивости системы состоит 
в том, чтобы вектор С (5) не совершал целого числа обо- 
ротов при обходе указанной полуокружности. Поэтому 
вопрос об устойчивости системы можно выяснить с по- 
мощью кривой Найквиста. 

Однако непосредственное применение этого метода 
к исследованию интересующих нас свойств функции С (5), 
определенной равенством (8.12), связапо с известными 
неудобствами, обусловленными присутствием члена е “%, 
характеризующего запаздывание. М. Сатче:) предложих 
очень изящный и остроумный метод исследования таких 
систем с запаздывающим аргументом: вместо того чтобы 
рассматривать функцию @(5) непосредственно, разобьем 
ее на две части: 


С(5) = 61 (5) -:2.(5), (8.13) 
где 
8, (5) 27%, 
= 71-5. (8.14) 


Таким образом, при этом разбиении конец вектора 0 (5) 
лежит на кривой, описываемой копном вектора 2, (5), а 
начало 0 (5) лежит па кривой, описываемой концом век- 
тора &, (5). Кривая 8, (5) при перемещении $ вдоль мнимой 
оси представляет собой окружность единичного радиуса. 
При значениях 5, соответствующих точкам па полуокруж- 
ности большого радиуса, точки р, (ѕ) находятся впутри 
этого круга. Кривая #,(5) представляет собой прямую 
линию (фиг. 54), параллельную мнимой оси. когда $ пере- 
мещастся вдоль мнимой оси. Когда же ѕ описывает пол 
окружность большого радиуса, то 2, (8) представляет собой 
полуокружносль большого радиуса, замыкающую упо- 
мянутую кривую слева. Нетрудно сообразить, что для 
того чтобы вектор б ($) не совершал целого числа обо- 
ротов ни при каком значении временпобго запаздывания 5, 
кривая #.(5) должиа лежать целиком вне кривой 5 (5). 


1 ѕаёсће М,, Јошт. Аррі. Месн. (АЅМЕ), 16, 419, 420 (1949). 


8.2. Диаграмма Сатче 159 


Это означаст, что условие абсолютной устойчивости") 
системы выражается неравенством 


1 


5 1 = 
„721 или >в 0. (8.15) 


Теперь легко видеть, что разделение 0 (5) па две части 
81 (8) и &.(5) приводит к большому упрощению исследу 
мых кривых. Графическое построение, связанное с исполь- 
зованием фупкпий а, ($) и џ,(5), мы назовем диаграммой 
Сатне. 


Плоскость 8 


Фиг. 54 


При и > 5 кривые 5; (5) и 2,(5) пересекаются. Однако 


система все еще может сохранять устойчивость; ДЛЯ этого 
требуется, чтобы внутри единичного круга на фиг. 55 
кривая #,(5) протекала правсе кривой д, (5). Последнее 
условие выполняется вместе с неравенством 


соз (8 И 201) > 


т. е. если 


<, 


1) То есть условие устойчивости, имеющей место при любых 5.— 
Прим. перев. 
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где 


РЕЛ 
ассо ( 2) р 
У 


Введем обозпачение 


= =] . (8.16) 


п 


(8.17) 


При 8}=8* имеет место равенство С (іо*) == 0. Поэтому при 
5 =5* уравнепие (8.10) имеет колебательное решение поф 
частоты ®*, Таким обра- 
зом, 8* и «* представ- 
ляют собой безразмерное 
критическое  пременнбе 
запаздывание и безраз- 
мерную критическую ча- 
стоту. 


о = 


9:08) 


8.3. Динамика си- 
стемы регулирования ра- 
кетного двигателя с 06- 

Фиг. 55 ратной связью, Рассмот- 

рим систему, схематичес- 

ки изображепную на фиг. 56 н состоящую нз ракстпого двн- 
гателя, питающего его насосного агрегата и цепи обратной 
связи. Имея целью приближенно учесть влияние упругости 
трубопровода, питающего двигатель, мы поместили в се- 
редипе этого трубопровода емкость, имитирующую упру- 
ГОСТЬ ЛИНИИ, ВЫПОЛНИВ эту емкость в виде поршня, пагружен- 
ного” пружиной. Вблизи форсунки расположена другая ем- 
кость, управляемая с помощью автоматического регулятора. 
Вхддом регулятора служит сигнал, снимаемый с датчика, 
измеряклцего давление в камере ғоревия; этот сигпал подает- 
ся на вход регу лятора после усиления. Коль скоро конструк- 
цин двигателя и насосного агрегата фиксированы, возникает 
вопрос о том, возможно ли спроектировать надлежащий 
усилитель таким образом, чтобы вся система в целом была 
устойчивой. При этом, так как мы не располагаем досто- 
верными сведениями о величине временного запаздывания 
в процессе горения, в практических условиях ледует 
исходить из необходимости обеспечения абсолютной устой- 
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чивости, т. е. устойчивости при любом значении запазды- 
вания д. 


Обозначим через т, мгновелный массовый расход топ- 
лива, подаваемого насосом, через р, -- мгповенное зпачение 
давления топлива на выходе насоса, через т — ‘среднее 
значение расхода топлива и „через: р -- значение давления. 


атори 
исполнительный 
привод 


Емкость, пнитирующая 
Упрубость лонаи 


Н р 
в оа 


= Регулирующая емкость 


25 
Измеритель 


Ракетный 
двигатель 


Фиг. 56 


Действие насоса описывается следующим уравнением: 


(8.18) 


В условиях, когда скорость изменения массового расе 
хода топлива мала по сравнелию со скоростью распро- 
странения ударной волны в этом жидком топливе, но ве- 
лика по сравнению со скоростью изменения числа оборо- 
тов ротора насоса, обычно небольшой коэффициент а пред- 
ставляет собой просто угловой коэффициент касательной 
к характеристической кривой насоса давленне — объемпый 
расход при постоянном числе оборотов ротора насоса, 
вычисленный в рабочей точке. 

В обычных центробежных насосах а приблизительно 
равно единице. В пасосах с постоянной производитель- 


П цянь-сюз-Сввь 
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постью а весьма велико. В пасосах, работающих при по- 
стоянном давлении, илн же в иростых нагнетательных 
устройствах з = 0. 


Пусть т, — мгновенный массовый расход топлива 
в части трубопровода, раслоложенпой после емкости, ими- 
тирующей ео упругие свойства, у - упругая постоянная 
пружины, нару жающей поршень, а р; — мгноленное зпа- 
чение давления в области этой емкости. Тогда 


тут = 0 Е з (8.19) 


где? — плотность используемого жидкого топлива, р = оп. 
В последующих расчетах мы будем иренебрегать гид- 

равлическими потерями в трубопроводе, обусловленными 

силами трения. В этом предположении падение рь — р, 

давления создастся только за счет ускорения цотока то- 

плива, т. е, 

1 ат 

эл” (8.20) 


Р 


где постоянная Л равпа площади поперечного сечения 
питающего трубопровода, а {его полная длина. Подоб- 
ным же образом, обозначив через р, мгнолениое значение 
давлепия в области регулирующей емкости, напишем 


рі Ра= (8.21) 


Обозначив ете через С прирашение емкости трубопровода 
{в едипицах массы) при перемещении заслонки регули- 
рующей емкости, будем иметь 


К Б РА 
ту т 7. (8.22) 

Так как регулирующая емкость расположена очень 
близко к форсулке, ниериией части гоплива, заполпяющего 
объем между регулирующей емкостью и форсупкой, можно 
пренебречь, и 


, (8.23) 
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где А, — эффективная площадь входного сечения форсунки. 
Величину А, можно из расчета исключить, если заметить, 
что в устаповившемся состоянии разность \р давлений ро 
и р определяется соотношением 


Е 
= р=Ар==-, 8.24 
Ро р= 40—572 (8.24) 

Уравнения (8.18) — (8.24) описывают динамику системы 
подачи топлива. Непосредственное исключение из этих 


уравнений вспомогательных переменных позволяет полу- 
чить соотношение, содержащее только переменные т,, р 


и С. При этом, чтобы выразить такое соотпошенпе через 
безразмерные переменные, введем величины 


тде 6, — постоянная времени газового потока, определенная 
соотношепием (8.9). В результате придем к искомому 
соотношению между безразмерными переменными 9, них: 


Здесь 2- безразмерное время, определенное вторым из 
соотношений (8.9). 


ПЫ 
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Динамика цепи регулировапия зависит от характери- 
стик датчика давления, передаточной фупкции усилителя 
и свойств регулятора и исполнительного привода. Мы не 
ставим здесь слоей задачей подробно рассматривать кон- 
струкцию цепи обратной связи системы; поэтому опреде- 
лим динамику всей депи регулирования с помощью опера- 
торпого уравпения 


(2 )= (8.28) 


в котором Е означает отношение двух многочленов, при- 
чем степень знаменателя выше степени числителя. 

Уравнения (8.7), (8.27) и (8.28) образуют систему трех 
уравнепий относительно трех переменпых Ф, в и х. Так 
как эти уравнения принадлежат к классу уравнений с по- 
стоянными коэффициентами, целесообразно искать их, 
решение в виде 


Ф = а, р фе", х = се“, (8.29) 


Подставив (8,29) в уравнения (8.7), (8.27) и (8.28), мы по- 
лучим три однородных уравнения относительно парамет- 
ров а, бис: 


Е(ђа– с= 0. 


Для того чтобы последняя система имела нетривиаль- 
ное решение по а, В и с, определитель, составленный из 
коэффициентов при этих неизвестных, должеп обращаться 
в нуль. Условие обращения в нуль этого определителя 


8.4. Нецстойчивость системы ө отсутствие цепи обр. связи 15 


записывается в виде 


[84 (1-1) + ЛЕЯ ЕЕ [1+2 (2+ 2) + 


и ОШ 


Уч 4ЕР] 9+ 


Равенство (8.30) представляет собой уравнение относитель- 
ло показателя степени 5, а функция А (5) – персдаточную 
функцию всей пени обратной связн. Ответ па вопрос об 
устойчивости полной системы зависит от того. имеет ли 
уравнение (8.30) корпи с положительной вещественной 
частью, или не имеет таких корней. 


8.4. Неустойчивость системы в отсутствие цепи об- 
ратной связи. Характернетическое уравнение системы 
при разомкнутой цепи обратной связи можно простым 
образом получить с помощью основного уравнения (8.30), 
положив Г(5)=0. Допустим, что многочлен, служащий 
коэффициейтсм при экспопспте ет, не имеет нулей 
в правой” полуплоскости комплексной переменной 5, что 
обычпо и имеет место. Тогда обе части уравнения (8.30) 
можно разделить на этот мпогочлен, пе вводя при этом 
в результат полюсов, лежащих в правой полуплоскости 
переменной 5. 

Ипыми словами, при построении диаграммы Сатче мы 
вновь разбиваем функцию С ($) таким образом, что 


@(8) = 0,05) 8.09) 8. (9) 


Кривая 1.{5) попрежнему представляет собой окружность 
единичного радиуса. Выражение для функции &,(5$) имеет 


-а5 


с 
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в данном случае более сложлый вид: 


0] 
суа 


ОРЕ в 
есе Се р Тев] 
(8.31) 


При значениях $, стремящихся к 6:= 0 вдоль мнимой 
осн, кривая &,{5) пересекаст вещественпую ось р точке, 
определяемой путем подстановки в (8.31) значения $=0, 
т. е. в точке 


(8.32) 


Так как параметры п, ан Р положительны, то найден- 
ная абсолютная величина #,(0) в данпом случае мельше 
абсолютной величины 8, (0), определяемой с помошью 
соотношения (8.14), когорое характеризует условие устой- 
чивости двигателя. Таким образом, влияние системы 
подачи топлива выражается в смещении кривой 25) по 
направлению қ единичному иругу 8,(;} на диаграмме 


Сажче. Например, когда п = =, кривая 5,(3) в точности 


касается единичного круга, соответствующего собственно 
двигателю, т. ©. двигателю без подключенной к нему 
насосной (питающей) тановки. При подключении этой 
установки кривая (5) уже пересекает окружность 
единичного радиуса. и при значениях временибго запазды- 
вания 8, превышающих некоторую конечную величину, 
система становится неустой 

Таким образом, для подачи топлива всегда 
оказывает дестабилизирующее влияние. Это обстоятель- 
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ство стаповится еще более яспым, если обратиться к рас- 
смотрению асимліоты кривой 5), когорую мы получим 
с помощью соотношения (8.31) при чисто мнимых значе- 
ниях 5, больших по абсолютной величине. Мы будем иметь 


аб) |2 29) | при о, > 1. (8.33) 


Следовательпо, при чисто мнимых зпачетиях $, больших 
по абсолютной величине, кривая 24,($) асимптотически 
приближается к прямой. параллельной мнимой оси и рас- 
положешюй от нес слева на расстояйии 
1--п 2Р 
в М: 


Влияпие подключения к двигателю установки лля подачи 
топлива опять сводился к сдвигу кривой 2, (х) но папра- 
влепию к единичиому кругу. Таким образом, очевилпо, 
что для значений параметра л, близких к 1, или боль- 
ших 1/,, невозможио сконструпровать систему с безуслов- 
пой усгойчивостьо. Па диаграмме Сатче кривые 8, (5) 
и 5) всегда будут пересекаться, если обратная связь 
отсутствует. 
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многочлен 
и ЈЕР . 
Н(9 м Ре 
1 А 
‚) ] р 
р 
] ж 


+26 уа Л Её зае (Р+ Р) (р Кас т 


служащий коэффициентом при с-** в левой части уравне- 
ния (8.30), не имсет пи пулей, ни полюсов в правой части 
полуплоскости комплевеной переменпой $, то с помощью 
дпаграммы Сатче хожио устаповигь, имеет ли уравнение 
(8.30) нули в этой полуплоскости или пе имеет. Для этого 
в качестве 2, и 9 выберем фупкции 


в = 


168 _Гл. ҮНІ. Линейные системы с запаздыванием 


азаџный на фиг. ЗІ, кри- 


Когда = обегаег коптур, пов 
вая 9,(5) попрежнему сводится к окружности единичного 


1+0(Р+ 1) 


Цель обратной 
связи замннута 


Цель обратной сеязи-4 
разоминута 


2р 1-п 
И. 


радиуса. Следовательно, если при этом кривая 4,($) пол- 
цосїью лежит вне единичного круга, уравнение (8.30) не 
имеет корней в правой полуплоскости комплексной перемен- 
ной $. Другими словами, система с обратной связью будет 
устойчива при любых зпачениях премепиого запаздывания 
при таком строении цепи обратной связи [характеризуемой 
передаточной фупкцией Ё (5)], при котором кривая 9, (5) будет 
целиком расположена вне единичного круга (см. фиг. 57). 

В качестве примера зададим следующие значения пара- 
метров: 
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Данному значению а отвечает центробежный насос в уста- 
новке подачи жидкого топлива. Тогда без применения 
автоматического регулировапия давления!) функция 2, (5) 
имеет вид 


1 (25461) (2594. 352 95 


6} 
2,9 =-5 сатти 


Для нашего исследования имест первостепенпое значение 
поведение 2; (8) при чисто мнимых значениях 5 = ѓо, где 
є — вещественная персмснная. Тогда 


Часть этой кривой, соответствующая ® > 0, нанесена 
на фиг. 58. Очевидно, что ири достатозпо больших зна- 
чениях временибго запаздывания система будет нпеустой- 
чива. С другой стороны, если характер кривой 2, (5) можно 
изменить путем введения цепи автоматического регулиро- 
вания ?} таким образом, чтобы д, (5) приняла, например, вид 


в.) = —26+2) 51-3) 


5+6 *' 


то, как следует из рассмотрения фиг. 58, новая кривая 2, 
целиком пройдет вне единичпого круга &.. Следовательно, 
в последпем случае снстема обладает абсолютной устой- 
чивостью. Подетавив выбранные значения параметров 
в соотношения (8.31) и (8.35), мы пайлем требуемую пере- 
даточную "функцию цепи автоматического регулирования: 


‚0 + 9,71645+ 2,6300) 
$(5— 2) (5+3) (5-1 0,5332) (5 3.510)“ 
Таким образом, эта цепь имеет характер интегрирующей 
цепи, рассмотрепиой в п. 3.3. Бели ири заданных харак- 
теристиках датчика (измерителя) давления и регулятора, 


Е = 4875 (51,0528) (53 


1) Те 
Прим. порев. 

3) То есть при замыкании цепи обратной связи на фиг. 56. — 
Прим. перев. 


ть при разомкиутой леци обратпой связи на фиг. 56. — 
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исполнительный привод которого управляст регулирующей 
емкостью, можно разработать такой усилитель, чтобы пе- 
редаточная функция всей цепи автоматического регулиро- 
вания в достаточной степени приближалась к только что 


найденной передаточной функции, то имеется возможность 
стабилизировагь процесе горепия с помощью автомати- 
ческого регулятора. 

Во втором примере зададим значения 


р Ре; Ја 


ХН 
Так как 2 = 0, то подача топлива происходит под посто- 
янным давлением р, даже при изменении расхода топлива, 
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что соответствует случаю простого пагпетателя. Тогда без 
применения автоматического регулятора 


о 


Если 5 в. чисто мпимые зпачения, то 
2) (12 — 4з) 


Кривая 5,, соотвелствующая последнему уравнению, па- 
несена на фиг. 59. Очевидно, что без примепения авто- 
матического регулятора процесе горения при достаточно 
большом временибм запаздывании будет пеустойчивым. 
В самом деле, эта система обладает еще меньшим запасом 
устойчивости, чем система, рассмотренная в нервом при- 
мере, в том смысле. что в ней ие стойчивость наступит 
при еще мепьшем запаздывалии. Особый интерес прел 
ставляет часть кривой 2, в окрестности значения є -=2. 
Вблизи лочки ® = 2 эга кривая подходит так близко к еди- 
пичному кругу &;, что ири соотвегствующем значении вре- 
мепибго запаздывания окажется {\ = &; и при «= 2 поз- 
никнут почти незатухающие колебания. Это критическое 
значеше 5, очевидно, меньше его другого критического 
зпачепня, соответстзукхцего точке пересечения кривой 8 
с окружпостью единичного раднуса ири о = 0,65. 

Дая обеспечения абсолютной устойчивости кривую А 
нужно сместить так, чтобы она пе проходила больше через 
һруғ единичного радиуса, папример сместить се к «устой- 
чнвой» һриой, которую мы имели в первом примере. Для 
этого необходимо замктуть систему с помощью цепи обрат- 
пой связи с передаточной фупкцией 


Р (8) = 


Следовательно, эта цепь должна имегь характер двойной 
интегрирутощей цепи. Далее, ее передаточная функция Р (5) 
должна иметь в точках 2 21 два чисто мнимых полюса, 


Это требование к строеппю усилителя, не выполнимое 
в реальных физических устройствах, обусловлепо характе- 
ром системы подачи топлива и непосредственно вызвано 
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пренебрежением трепием в питающем трубопроводе. В ре- 
альных же физических устройствах влияние трения в трубо- 
проводе приводит к исчезновению этой пары мнимых полюсов 
искомой передаточной функции Р (ѕ) и замене их двумя 
комплексными соиряженными полюсами 1). 

Следует подчеркиуть, что преимущество применения 
системы с обратпой связью для стабилизации процесса 
горения в этой задаче состоит в ее большой гибкости 
в смысле возможности достижения абсолютной устойчи- 
пости (т. е. устойчивости при любых зпачепиях параметра 
8 или 7). А так как мы не располагаем достоверными 
данными о величине временнбго запаздывания, то возмож- 
ность достижения абсолютной устойчивости имеет большое 
практическое значение. Больше того, с помощью автома- 
тического регулирования открывается возможность проек- 
тировать систему даже так, чтобы опа оставалась устой- 
чивой при всех ожидаемых изменениях параметра п. Из 
физических соображений следует, что и может принимать 
значения, лежащие между 1/, и 1. В худшем случае 
систему следует рассчитывать на значение и = гЬ Тогда 
система будет устойчива при всех ожидаемых значениях п. 
Поэтому с помощью автоматического регулятора можно 
обеспечить устойчивость процесса горения и без точных 
данных о значениях параметров системы ?). 


8.6. Общий критерий устойчивости для систем с за- 
паздывающим аргументом. В предыдущих рассуждениях 
о стабилизации посредством автоматического регулирова- 


1) Конечно, с отринательной вещественной частью, характери- 
зующей затухание свободных колебаний системы за счет гидравии- 
ческих потерь, обусловленных трением в трубопроводе. — Прим 
перев. 

2) Подчеркнем, что здесь речь идет о фиксированных, хотя 
и неизвестных нам’ в точности значениях параметров. Если же в про- 
цессе регулирования эти параметры могут претерневать изменения 
хотя бы и в пределах тех значений, при которых обеспечена устой- 
чивость системы в предположении постоянства параметров, то систе- 
ма будет системой с переменными параметрами и данный метод 
не пригоден для исследояания сс устойчивости. Примеры неприме- 
нимости метода «замораживания» козффициснтов в системах с пере- 
мепными параметрами приведевы, например, в работе [46] н па стр. 46 
сборника [45]. — рим. перьев. 
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ния предполагалось, что многочлен Н (5), определяемый 
соотношением (8.34), не имеет ви нулей, ни полюсов 
в правой части плоскости комплексной переменной $. 
Однако это предположение выполняется пе всегда. В об- 
щем случае нужно прежде всего узнать число нулей 
и полюсов функции А (5) в этой полуплоскости. Для этого 
заметим, что сумма тех слагаемых многочлена Н (5), ко- 
торые не содержат члена, пропорционального Е (5), обычно 
не имеет нулей в правой полуплоскости комплекслой 
перемеппой 5. Поэтому вместо изучения Н ($) можно изу- 
чать отношение Н (5) к многочлену, представляющему 
собой сумму упомянутых слагаемых. Это означает, что 
сумма числа пулей и числа полюсов функции Ё (5) в пра- 
вой полуплоскости комплексной переменпой з равна сумме 
числа пулей и числа полюсов следующей функции: 


ЈЕР 
н + 


(ерене) 
= 141 (8), (8.36) 


Н (8): [лез ; 
+ [48 (2+5) +10 


| 


Гера ун (ра) реч. 


(Рв) 839 


Согласно критерию Найквиста, число нулей и полю- 
сон функции 1-5 2 (9) в правой полуплоскости 5 можно 
найти путем построения кривой Шайквиста для функции 
1-2 (5) в предположении, что $ описывает кривую, изо- 
браженную на фиг. 31. В самом деле, если функция 
1-15) или Н (5) имеет г нулей и 4 полюсов в правой 
полуплоскости $, то при обходе точкой 5 полуокружности 
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вектор 2 (5) совершит г— д оборотов по часовой стрелке 
вокруг точки — 1. Отсюда следует, что кривая Найкви- 
ста для функции /Г.($) доставляет все необходимые сведе- 
ния относительно функции Ё (5). 

При делении па Ё (5) функций, стоящей в левой части 
равенства (8.30), с целью получения фупкций 5, (5) и д» ($) 
[см. (8.35)], в правой части плоскости комилекспой 
переменной $ появлястся д нулей и г полюсов. 9 полюсов 


у стрико прото ополешаоит 
НРА положительным значениям р, 
55 пунктирная - отрицательным 


а 
Кривая Найнваста дия 1.68) 
Функция 1+1.(8) 
Диаграмма батче ` имеет два нуля в правой 
бля устойчивой системы "полупадекости 
Фиг. 60 


функиин 2 (5) появляются через посредство функции Р (5), 
так как многочлен, находящийся в знаменателе правой 
части равенства (8 37), не имеет нулей в правой полу- 
плоскости комплексной переменной 5. Поэтому выраже- 
нис, стоящее в левой части равелегва (8.30), также имеет 
$ полюсов в правой полуплоскости комилекепой перемен- 
ной 5. Следовательно. чгобы это выражение не имело н 
лей в правой полуплоскости, 6 (5) должно совершить 
= 909—0) = — г оборотов по часовой стрелке (г оборо- 
тов против часовой стрелки) вокруг едипичпого круга. Лия 
того чтобы устойчивость была абсолютной, т. е. сохра- 
пялась при любых значеннях времеппото запаздывания, 
кривая д. (5) не должна никогда перссекать окружпости 
единичиого радиуса. Поэтому общий критерий абсолют- 
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ной устойчивости выражается следующими двумя усло- 
виями: І) кривая 8,(5) должна целиком лежать вне еди- 
ничносо круга; 2) кривая в, ($) должна г раз оборачивать- 
ся вокруг сдиничного круга против часовой стрелки, когда $ 
обходит обычный контур в правой полуплоскости ком- 
плексной переменной 5. Этот критерий устойчивости осно- 
ван па применении диаграммы Сатче. Число г определяет- 
ся с помощью кривой Найквиста для функция 4 ($), за- 
дапной соотношением (8.37). Таким образом, исследова- 
ние устойчивости в общем случае системы с запаздыва- 
ющим аргументом требует привлечения как диаграммы 
Сатче, так и диаграммы Найквиста (фиг. 60). 

Очевидно, что сформулировапный здесь критерий устой- 
чивости, осповапный па совместном использовании диаг- 
рамм Сатче и Найквиста. примепим к любой системе, со- 
держащей временное запаздывание =. Вопрос об устойчи- 
вости таких систем всегда сводится к исследованию зада- 
чи о том, имеет или ие имеет уравнение 


М (8) =0 
корни с положительной вещественпой частью; при этом 
фуикция 24 (з) содержит члены, имеющие множителем экспо- 
ненту ет", Как следует из проведенного рассуждения, 
существо метода состоит в том, что функция М ($) делится 


на коэффициент при е-° в выражепии, определяющем 
М ($),так что 


М (з), 


005) = 8, (9) — 2. (5) 


(8) е7". 


Теперь диаграмма Сатче определяется совокупностью кри- 
вых, описываемых функциями 2; (8) и @, (5), когда пере- 
менная $ описывает лолуокружиость в правой полуплоско- 
сти, изображенную на фиг. 31, причем кривая, описывае- 
мая функцией 2, (5), сводится к окружности сдипичпого 
раднуса. Чтобы узнать, пе привело ли деление функции 
М (5) па функцию 1--^ (5) к появлению корней с положи- 
тельными веществелпыми частями, влияющими на построе- 
ние диаграммы Сатче, мы должиы построить кривую 
Найквиста для функция 1 (8). Число корней уравнения 
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М (5) = 0, имеющих положительную вещественную часть, 
определяется с помощью теоремы Коши. 

Передаточная функция цепи обратной связи входит в 
выражение для п, (5); при этом частью этой передагочной 
функции, которая зависит от строенля уснлителя, проек- 
лировшик может располагать по своему усмотрению. 
Функция 2,(5) может также содержать трансценделтные 
функции от $, отражающие влияние других частей систе- 
мы. Так как передаточная функция усилителя в цепи 
обратной связи представляет собой в общем случае отно- 
шение двух многочленов по степеням 5, достижепие пол- 
вой компенсации деслабнлизирующего влияния, обуслов- 
лепного трансцендентной функцией, связано с большими 
затруднениями. Однако на диаграмме Сатче критическая 
часть кривой, описываемой функцией #7, (5), проходит в 
области, в которой опа оказывается ближе всего к еди- 
ничному һругу 2; (5). Но зпачения 8,(5), близкие к еди- 
ничному кругу, в общем случае соответствуют малым по 
абсолютной величине значениям $. Отсюда следует, что 
в области критической части кривой #,(5) транецендент- 
ную функцию можно разложить в ряд по степеням 5. 
Благодаря этому при проектировании усилителя в цепи 
обратной связи можно исходить из приближенного выра- 
жения ряда при замене его суммой нескольких членов 1). 
Таким образом, усилитель компенсирует дестабилизиру- 
ющее действие основной части системы в критической 
области. Само собой разумесгся, что в конечном счете 
необходимо проверить качество системы с помощью изло- 
жешюто выше критерия устойчивости, учитывая характе- 
ристйки построенного таким образом усилителя. За даль- 
нейшими подробностями мы отсылаем к работе Ф. Э. 
Марбла 2), предложившего указанный здесь метод. 


1) Цо поводу этой методики см. предостережение Я. З. Цып- 
кина [29}.— рим. перев. 

2} Магріе Е. Е. Сох С. \., Јошт. Атег. Воск. Ѕос., 24, 
75—81 (1953). 


Глава ЇА 


ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ, НАХОДЯЩИЕСЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ 
СТАЦИОНАРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВХОДНЫХ ФУНКЦИЙ 


В предыдущих главах входные воздействия рассматри- 
вались как вполне определенпыс фуикиии времепи Ё. 
Однако существует много технических задач, связанных 
с исследованием линейных систем с постоянными коэф- 
фициентами, в которых входпые воздействия певозможно 
выразить в столь определенной форме. Такая задача воз- 
никает, палример, ири изучении деформации крыла само- 
лета и папряжепий » материале этого крыла в условиях 
облскапия его турбулентным потоком воздуха. Здесь за 
вход можно считать параметры потока воздуха, меняющне- 
ся со временем. По турбулентное течение воздуха нельзя 
олисать с помощью определенной фуикции времени; пара- 
метры такого течения приходится рассматривать как слу 
чайные функцин времени, подчинепные певоторым стати- 
стическим закономерпостям. Очевидно, что тогда и выход 
системы (в данпом случае напряжения в материале крыла) 
также должен быть случайной функцией и поддается опи- 
санню только с помощью статистических методов. Поэто- 
му первайиель настоящей главы состоит в разыскапии 
падлежащего метода определения статистических свойств 
выхода по заданным статистическим свойствам входа. 
Такой метод является очевидным обобщепием ранних 
исследовапий П. Лаижевена о броуповском движенин. 

Пругим примером случайного входного воздействия 
служат так называсмые шумы, валагающиеся на управля- 
щи сигнал и возпикающие за счет возмущений и флу 
туаций, устранить которые из реальтой системы нроек- 
тировщик не в силах. Проблема шумов составляег пред- 
мет весьма обширных неследований в области техники 
связи, Главная задача таких исследований заключается в 
том, чтобы свести к минимуму влияние неустранимых 
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шумов без подавления полезной ипформации, содержащейся 
в сигнале; этой спепифической задачей фильтрации шумов 
мы займемся в гл. Х№\ 1. Задаза же, изучаехая в пастоя- 
щей главе, имеет несколько отличный характер. В рас- 
сматриваемюй здесь задаче лесь выход системы сводится 
к случайной функции. Наша задача в области разработки 
систем, в ссобеивости систем с обратной связью, заклю- 
чается в том, чтобы получить на выходе сигнал, обладаю- 
щий желаемыми статистическими характеристиками, коль 
скоро задан входной снгнал. Мы увидих, что метод пере- 
даточпых фупкций, развитый в предыдущих главах, сстает- 
ся полезным и ири решении настоящей задачи, 


9.1. Статистическое описание случайных функиий. 
Рассмотрим сислему, вырабатывающую случайную функ- 
цию у: (0). Чтобы устаповить способ статистического опи- 
сания такой случайпой фуньции, нам придется расемотреть 
большое число сис м, тождествепных только что указан- 
ной. Мы будем называть совокупносль систем мпожест- 
вом систем. Случайные функции, вырабатызаемые элемен- 
тамп, принадлежащими к этому множеству, обозначим 
(0, 4, и), Случайный характер функции 
проявляется в том, что хотя все эти системы тождествен- 
ны, однако значение функции, вырабатывасмой любым 
элементом рассматриваемого множества в любой опреде- 
лепный момент времени ѓ, в общем случае отличается от 
значения, выработанного другим элементом в тот же са- 
мый момент. Но мы можем поставить вопрос о том, 
какая часть полного числа снетем вырабатывает значение, 
лежащее внутри задапиого промежутка от и до и - у. 
Эта часть зависит от величин уни фи при малых значе- 
пиях Чу будет пропорциональна су и равпа вероятности 
нахождения 3 мс значениями у и 0 -- у в момент Ё. 
Обозпачим се через И, (1, Дау. Фупкцию №, (у, 1) назо- 
вем первой функцией распределения вероятности. Далее, 
мы можем расехотреть все пары значений у, соогвстству- 
ющис двум момептам ѓ, и 6. Часть полного числа пар, 
которым соотвегелвуют ачения у, люченные внутри 
промежульа ог у, дом - Чу, в момент В и впутри про- 
межутьа от у, ло у 05, в момент 1,. обозначим через 
У. (ур 6; и, 2) Чуар. Фувкцию И, (и, В; у», 1.) вазо- 
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вем второй функцией распределения вероятности. Подоб- 
ным же образом строятся и функции распределения ве- 
роятностей более высоких порядков. 

Можно возразить, что принятое построение статисти- 
ческого описания случайной функции, основанное на одно- 
временпом наблюдении за работой вссьма большого числа 
тождестлениых систем, наталкивается на трудпости, свя- 
заппые с практическим осуществленнем такого наблюдения. 
Однако если случайная функция является стационарной 
случайпой фупкцией в том смысле, что все ее статисти- 
ческие свойства не зависят от времели, 10 нет надобио- 
сти прибегать к введению многих систем, а все необходи- 
мые наблюдения можно провесли пад одпой системой в 
лечение достаточно длительного промежутка времени. 
Затем запись результатов паблюдепия можно разрезать 
на отдельные куски длипы 0, где величина 9 велика по 
сравнению с характеристическим времсием функции. Сле- 
довательно, каждый такой кусок записн доставляет одну 
и ту же статистическую информацию о поведении системы, 
так как при стазистическом характере изменения перемен- 
ной расположение пачала па оси времепи не имест зна- 
чепия. Таким обра зом, различные куски записи можно 
рассматривать как мпожество наблюдений над тождест- 
венными системами, причем можно определить различные 
фупкции распределения вероятности. Кроме того, эти 
функции распределения в рассматриваемых условиях не- 
сколько упрощаются: в самом деле, величина №, пе будет 
зависеть от времени, а величина №, будет зависеть лишь 
от иптервала времени 2—1, Отсюда сасдует, что в 
случае .Стациопарпых случайных фупкшн, И, (у) бу опре- 
деляет вероятность пахождения у между у н и--аи; 
№, (у, и; х) Фар определяет вероятность нахождения 
пары величин между уг и у: и между и; и и, У», 
причем две величипы разделены интервалом времеви =. 
Так как в инженерлых задачах случайные функции можно 
очепь часто принимать за случайные стациопарные функ- 
ции, то в дал ьнейшем мы ограпичимся рассмотрением 
именно таких случайных функций, 

Следует подчеркнуть, что фуивиии распределения ве- 
роял ностей заключают в себе все сведения о статистиче- 
ских свойствах случайной функции. Иначе можно сказать, 

12% 
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что фупкции распределепия вероятностей «определяют» 
случайную функцию. Разумсется, что эти функции №, не 
могут задаваться произвольно, а должны удовлетворять 
следующим условиям: 

а) 1, -0, так как отрицательные значения вероятно- 
сти пе существуют. 

б) Функция #, симметрична по отношению к ее аргу- 
ментам /7;, 


М.и, в: 


(и, т (9.1) 


Это свойство вытекает из смысла №, как совместной 
функции распределения вероятпостей. 

в) Высшис фупкции распределения определенным обра- 
зом связаны с пизшими функциями: 


а (8) = 1,5), (9.2) 


причем интегрирование распространяется по всем возмож- 
ным значениям и,. Заметим, что инлегрировапием по у» 
мы исключаем т. Кроме того, 


{к 109) 49= (9.3) 


Последнее равенство выражает тот простой факт, что 


вероятность ло всем значениям у сводится к достовер- 
ности. 


9.9. Среднее значение. Исходя из первой функции 
17, (0) распределения вероятностей можно найти среднее 
значение гу величины 4: 


\ у, ао. (9.4) 


- ‘© 


Так как мы условнлись рассматривать только стацио- 
нарные случайные функции, средние значения можно так- 
же вычислять кан средние по времени значения фу иКЦИИ 
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000). т. е. 


9 = іш ў (уе. (9.5) 


9-оо 


Равенство средисго значения (9.4) по множеству!) и сред- 
него зпачелия (9.5) ло времепи является характеристи- 
ческим свойством стационарных случайных фупкцай, ко- 


торым мы будем пеоднократно пользоваться в дальнейших 
вычислениях, 

Соотпошение (9.4) можно обобщить па случай произ- 
вольных степеней у. Таким образом 


фир, а. (9.6) 


Величина т, пазывается моментом и-й степени первой 
функцин распределения вероятностей. С помощью момен- 
тов первой н второй степеней мы можем подсчитать вели- 


чину, пазываемую флуктуацией или средпим отклонс- 
нием 5: 


(0—9) 


\ (0 017, (0) = 


3 ри 240-0, (0) у 000 (9.7) 


-5 


Таким образом, о служит мерой «ширины» фувхцни , (2) 
распределения вероятностей около среднего значения у, 
Подобным же образом момент третьей степешиг служит 
мерой несимустричности распределения вероятностей. С 
помощью моментов все более высоких степеней можно 
получить дальнейшие данные о функции , (5). В неко- 


торых случаях распределение вероятностей определяется 


1) «Срелнее по множеству» в русской литературе ча 
вается «математическим ожиданием» Прим. перев. 


го пазлы. 
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с помощью моментов едипственным образом. Пусть, на- 
пример, 


(9.8) 


Е=0, 1, и 


В этом случае первая функция 17, (5) распределения ве- 
роятностей сводится к хорошо известному гауссову 
закону распределения (или пормальиому распределению) 


(9.9) 


В пекоторых случаях оказывается удобным выбрать 
начало координат у таким образом, чтобы величипа у 
ь, т. е. выбрагь пачало в точке, соот- 
ветствующей среднему значению функции и. При выпо: 
нении этого условия мы говорим, что распределение пе- 
роятностей пормировано. В этом случае квадрат среднего 
отклонения представляег собой просто момент у? второго 
порядка, что обнаруживается с помошью равенства (9.7). 

Наиболее важным средним значением, образованным 
с помощью второй функции 17. (1, 03; т) распределения 
вероятпостей, является функция В (т) корреляции: 


(9.10) 


ї 


ит, (и, 5 Эль 


—е о 

Для стационарных случайных функций последнее соотно- 

шение получается, конечно, также и с помощью осредне- 
ния по времени: 

2 


Е 
5 1 90969 (9.1) 


ин 


А (=) т 1. 

8-20 

Таким образом, функция № (=) определяет степень взаим- 
ной связи двух значений функции у, измеренных в два раз- 
личных момента времени. Следует ожидать, что с ростом 
интервала времени т эта взаимпая связь, или «память», 
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должна ослабевать и, в конце концов, при достаточно 
больших значепиях т значения #(/) и у{ ~ т) перестанут 
зависеть одно от другого. Тогда. как известно из теории 
вероятностей, вторая функция распределения вероятностей 
будет равна произведению фупкций №, (у) и №, (9). 
Таким образом, при больших значениях < 

< е 


в()= { ли’ ид 0, (0) а, 0. (92) 


При *-0 из равенства (9.11) следует, что 
(0 = (9.13) 


Так как вычисление функции А (х) можно производить 
при любом положепии начала сеи времени, то имеют 
место соотношения 


В = 


Дифференцируя А (х) но времени и полагая затем === 0, 
получаем 


К(0) =0(07 0) О 
Поэтому 


К’ (0). (у = 0. (9.14) 


В последних выражениях штрихи означают дифферен- 
цирование по времени. Таким образом, коэффициент кор- 
реляцин случайной фупкиии и се производной, рассматри- 
ваемых в ‘дии и тот же момент времени, равен нулю. 
Это означает, что угловой коэффициент касательной 
к кривой, характеризующей течение функции у, может 
быть при любом значении у с одинаковой вероятностью 
положительным или отрицательным. 

Дифференцируя А (т) по т два раза и полагая затем 
т= 0, находим, что 


00-00070 = -- 9. (9.15) 


Последнее соотношение позволяет вычислять среднее квад- 
ратичное значение производной от и с помощью функции 
корреляции. Подобным же образом найдем средиее квадра, 
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тичное значение и второй производной от и: 


В" (0) == (758. (9.16) 


9.3. Спектральная плотность. Для дальшейших при- 
ложений теории случайных функций, которые мы имеем 
в виду, особо важную роль играет понятие о спектре 
случайной функции. Пусть мы наблюдаем функцию и(1) 
в течение длительного промежугка времени 9. В пред- 
положении о том. что вне этого промежутка у(#) обра- 
щается в нуль, функцию (7) можно представить с по- 
мощью интеграла Фурре 1) 


и = { А(и) еп“ фо, (9.17) 


где А (є) — амплитуда?) колебапня частоты ®. Эту ампли- 
туду можно подсчитать, зная 0 ({), с помощью формулы 
обрахения: 

9/2 


\ уреза (9.18) 


Обозначим через Д” (о) величину, комплексно сопряжен- 

ную с Л (0); тогда, учитывая, что функция у (2) является 
вещестпенпой, из соотпошения (9.18) выводим. что 

А? (а) = Лә). (9.19) 

Теперь мы имеем возможность выразить среднее ква- 

дратичное значение, т. с, величину 1°, через посредство 


А(ә); 


СИ 
= { а= 
«аю Д, 
ЕЕ 
ў { дА) дуе вое, 
оо Гов 
1) Сы., например, У иттекер и Ватсон, Курс современного 
анализа, М.--Л., 1 


2} ла амплитуда», вообще говоря, является комоленсным 
числом. Лош 
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В результате замены переменных в” = — ө’ мы придем 
к выражению 


Е 5:2 
) фо фо” Ао) А (в) \ ТТА 
9% -62 
1 
обр зіп (&—в") 0 
виа { аль | аар 
өзе 


Введи теперь новую перемениую Ё посредством соотно- 
щения 


ө 


(а 


получим, что 


о" = 


и, следовательно, 


ту ў А (5) ы ў А (. 


рна} Ав} = 


= Пт у А (о) 4». 


взе 6 
Поэтому, если мы обозначим через Ф (ю) функцию 


Ф (н) = бт А (о), (9.20) 
воа 


то придем к следующему выражению среднеквадратичного 
значения: 


ӯ ( Ф (о) йы. (9.21) 
0 


Функция Ф (ы) является, очевидно, вещественной функ- 
цией и носит название спектральной плотности случайной, 
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функции. Соотношения (9.20) и (9.21) позволяют вычислять 
средиее значение 4? по изображению Фурье Л (в). Это свой- 
ство выражает тсорему Парссваля. 

Рассмотрим далее корреляциониую функцию К (х). 
Сочетая соотношения (9.11) и (9.17), получаем 


е2 
К) = {0н )4 = 
зза 
" со (о 8:2 
= т { \ (о) Або’) ем доо скот Е. 
ТЕА 62 


Пользуясь рассуждением, аналогичным только что прове- 
денному, мы находим, что 


\ Ф (©) соѕыт бо. (9.22) 
8 


Если в равепетвал (9.21) и (9.22) положить = 
то мы придем к равенству (9.13). Дифференцируя обе 
части (9.22) по є и полагая затем т = 0, приходим к (9.15). 


В силу зеоремы обращения для преобразования Фурьс*), 
справедливо соотношение 
© 
Фо) = } (5) соот. (9.23) 


9 


Соотношения (9.22) и (9.23) позволяют находить или функ- 
цию корреляции, или спектральную плотность, коль скоро 
задапа одна из этих завиенмостей упомянугые равепства 
называются уравнениями Винера — Хинчина. 

В графике функции спектральной плотности Ф (®) 
могут наблюдаться пики типа 8-фуикции Дирака?). Это 
обязательно произойдет, когда у отлично от нуля, или 
если пользоваться терминологией, принятой в электро- 


технике, когда у содержит составляющую постоянного 


1) То есть в силу формулы типа (9.18), связывающей изобра 
жение Фурье с оригиналом: Прим. ред. 
2) О свойствах этой функции см, [48]. — Прим. перев. 
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тока. В этом случае 


Ф (ау =2 (8) + ©, (0), (9.24) 
тде 2(х) определяется соотношениями 
(= х) = (х) =0 при х 
2(х) > оо при х= 0, 
причем к Е | (9.25) 
<(хах=Е и 2(к)йх= 2 
{ #0) \ (9 ) 


В случае чистого шума иик спектральной плотности, 
приходящийся на значение -:0 и соответствующий 
постоянному току, обычно является едипетвепиым и, 
таким образом, функция Ф, (ю) будет регулярной и будет 
характеризовагь подлинио непрерывный спектр. Но воз- 
можны также и такие случаи. когда на шум налагается 
несколько сниусондальных колебаний. Тогда спектральная 
плотность будет иметь дополнительные пики, образу ющиеся 
в изолированных точках, соответствующих частотам этих 
колебаний. 


9.4, Примеры спектральной плотности. Рассмотрим 
несколько примеров вычисления спектральной плотпости 
ло функции корреляции, Бели функция эрреляции 
задана посредстлом кривой Гаусса 


Д (х) = 8 (0)е- 2, (9.26) 
то, в силу равенства (9.23), ей отвечает слектральная 
плотность 


Ф (0) 


оо 

800) созот) ст фс Ф (0)е7 № (9.27) 
5 

где 

^ 0) 

за: ° 

Интересно отметить, что при х —» со функция корреляции 

обращается в нуль при всех конечных значениях т, 

а Ю(0) > оо таким образом, что А (=) становится дельта- 

функцией, Это означаег, что последующие значения и 


Ф (0) = 
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уже не связаны никаким соотношением корреляции и что 
такая случайная фупкция является «наиболее хаоличной» 
из всех. При з -> => спектральная плотность становится 
постоянной, не зависящей от частоты. Эта наиболее 
хаотическая случайная функция называется белым шумом 
и часто оказываегся пригодной для описания случайных 
изменений, происходящих в физических устройствах. 


= О ==, | к.) 
н 


Яко 
Фиг. 61 


Другой пример связан с малой изотропной турбулент- 
ностью в погоке с постоянной скоростью. Как показали 
Карман и Хоуарг!), это течение характеризуется двумя 
основпыми функциями корреляции второго порядка 

1 (<) и К, (х): функция А, (х) представляет собой функ- 
нию корреляции составляющей пульсирующей скорости 
в напрарленпи, параллельном среднему течению, для 
одной и той же точки простраиства, по для моментов 
времени, отделениых промежутком в = секунд (фиг. 61). 
Функция К,(:) представляет собой функцию корреляции 
составляющей пульсирующей скорости в паправлении, 
периендикулярлом к среднему течению. Обозначая через И 
среднюю скорость течения, а через Г. — характерный размер 
- турбулейтности, мы можем выписать следующие прибли- 
женпые выражения для этих фупкций корреляции: 


В, (5) = А0) | (9.28) 
Е 
0) =, (0)е (1-5 (9.29) 


Исходя из соотпошения (9.23}, составим выражения для 
спектральных плотностей Ф, (о) и Ф, (ә) флуктуаций 
составляющих скорости соответственно параллельной и пер: 


1) уоп Қагтап апі Ноъагіћ, Ргос. Коу. Ѕос. (А), 184, 
192 (1988. 
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пендикулярной средней скорости: 
(9.30) 


Р (9.31) 


где Ф, (0) и Ф,(0) суть значения соответственных спек- 
тральных плотпостей при ө =0. Эти значения связаны 
с величинами К, (0) и А,(0) посредством соотиошений 
л 4. 
К. (0);  ©,(0) = К, (0). (9.32) 


тоб 


1 

Ф Еа 
о, ©) с. 
Непосредственное вычисление спектральной плот- 
ности. Конечцо, нет необходимости вычислять спектраль- 
ную плотность по функции корреляции. Иногда возможно 


аз 


а, 125 


Фиг. 62 


находить эту плотность пелосредственпо по заданным свой- 

ствам самой случайной функции у (#). Рассмотрим, папри- 
мер, функлию 9(#), определенную следующим образом: 
9 ({) представляет собой последовательность импульсов 
нае формы и одинаковой периодичности, высо- 
ты которых меняются согласно некоторому вероятноест- 
пому распределепию. Ири этом высоты двух последо- 
вательных импульсов пе связаны какой-либо корреля- 
ционной зависимостью. Такая фупкция изображена 
на фиг. 62 применительно к случаю прямоугольных 
импульсов. Если 1, ({) означает одипарный имп, 
пичной высоты, то 
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где Т — расстоя ие между каљдыми двумя исследователь- 
ными импульсами, а а,— высота #-го импульса. Первый 
шаг при вычислении спектральной плотисести заключается 
в нахожденин спектра А (в) Фурье по формуле (9.18). 
Положим 0=2АГ, тогда 

АТ МТ 

{иса \ Уа, (Е АТ) ча 


-Мғ Аг в 
м № 
аА (9) У ше “АТ, 
-№ - № 


где а (о) — спектр Фурье для единичного импульса, 


1 


А) 


(9.34) 


Для прямоуголького импульса ширины 2е и единичной 
высоты 


а (о) заа, (9.35) 


В силу равенств (9.19) н (9.20), спектральная плотность 
определяется соотношением 


ху 
а (и) 2 бт ых [ — Ур 1] . (9.36) 


Ас 


Для выполиения предельного перехода в правой части 
(9.36} целесообразпо предварительно перейти к средиему 
по множеству от всей этой правой части. Так как спек- 
тральная плотпость Ф (®} одинакова для каждого элемента 
рассматриваемого мпожества, 10 левая часть равенства (9.36) 
при осреднении по множеству пе меняегся. Что касается 
правой части, то се вид при выполнении такого осредие- 
ния упростится. Обозначим через а средиее значение 
а, и а, и через а? — среднее зчачепие квадратов а, и а. 
Тогда 


аа = (а, а) (а. а) 40 Ка, = а) (а, 9) (0). 
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Подставим это выражение в правую часть равен- 
ства (9.36) и затем выполним осреднение по множеству. 
Так как высоты последовательных импульсов не связаны 
корреляционной лвисимослью, то среднее по мпожеству 
от произведений (а, — а) (а, — а) равно пулю, за искаю- 
чением случая ё = /, При А = 2 среднее по множеству 
от (а, = а) (а — а) раро а? ~ (а}. Таким образом, предел, 
входящий в правую часть равенства (9.36), равен 

мк Ра 
Им ЗЕ. Ў! У (а = а) (и-ауе-®е-от 
мм 


а? (а. 


Средпне по множеству от а, —@ и —а равны, как легко 
видеть, нулю. Поэтому окончательно будем иметь 


Фо (о) 


(9.37) 


Если о =2тл,Т, где я — целое число, то сумма в пра- 
вой части (9.37) равна 2№- 1. Отсюда следует, что 
в пределе праная часть равенства (9.37) обратился в бес- 
конечность. При других значениях ® эта сумма будет 
хонечной, и при № = оо ев предельное зиачение будет 
равно нулю. Поэтому стаповится ясным, что в пределе 
правая часть (9.37) изображает последовательность пи- 
ков. или ё-фупхций, повторяющихся с частотой 2=я{Т. 
Для определения коэффициентов гри ё-фупкциях пам 
нужно подечитать площадь, ограниченную эгой кривой 
на тиновом интервале —я < ө7 < т. Интегрируя сум- 
му, находим по общему правилу величину этой пло- 
щади: 


Но, в силу соотношений (9.25), площадь, охватываемая 
кривой, соответствующей 8-функини, равна едипице, 
поэтому искомый коэффициент равен 2 и, следовательно, 
спектральная плотность рассматриваемой стационарной 
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случайной функции определяется соотношением 


= 


— в] + (о, Ў (ө - пор, 


1—9 


Ф (о) ==29, а (9) | 


2 «(а 


(9.38) 


где о, — частота, соответствующая осповиому перноду Т, 
т. е. 


оу 


(9.39) 


26 


Отсюда следует, что спектральная плотность содержит 
непрерывиую часть, имеющую лу же форму, что и спек- 
тральная плотность единичного импульса. Иитенсивяость 


фиг. 63 


этой, непрерывной части определяется квадратом среднего 
отклонения эх высоты импульсов. Кроме того, имеется 
дискретный спектр с частотами по’ (п— пелос число), 
интенсивность которого также определяется спектром 
єдиничного импульса. 

Перейдем к рассмотрепию последоватсльпости импуль- 
сов, имеющих одинаковую форму и одинаковую высоту, 
по в условиях измепепия периода их пояторепия около его 
среднего значения. В этих условиях промежуток времени 
между наступлением одинаковых фаз двух последователь- 
ных импульсов равен Т- е, тде = определяется заданным. 
законом Р (е) распределения верояткостей. Средпее значе- 
ние е, по предположению, равно пулю. Что касается, 
последовательных значений =, то мы вновь предположим, 
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что между ними не имеется никакой корреляции. Такая 
случайная функция с прямоугольными импульсахи изобра- 
жена па фиг, 63. Поэтому случайная функция такого 
тила описывается уравнением 


УХЕ Г, (9.40) 


где 1(!) представляет собой одинарпый импульс. В силу 
равенства (9.18), при 0 =2^№ 


А 
А(ы)= а (в) Хе ыы 


где 2(5) представляет собой спектр Фурье для одинар- 
ного импульса, описываемый соотпошелиями (9.34) и (9.35). 
Согласно равенствам (9.19) и (9.20), спектральная плот- 
ность фупкцин у(2) имеет вид 


м к 
а а(н) ат у [У Хет #07]. 


Ф(о 
Мәс м 23 
(9.41) 
Введем теперь функцию у (ш) посредством соотношения 
у (9) \ Р (=) 2-4 (9.42) 


< 
Функцию х (є) иногда называют характеристической функ- 
цией величины є; опа представляет собой изображение 
Фурье фупкции Р(=)*). Мы можем паписать теперь 

ісер боя 

гіл бо а 


= е у (о) ++ (9) Це (ә) и (а), 
где величина у* (=) означает функцию, комплекспо сопря- 
женпую с у (є), и равна х (— в). Подставим теперь пра- 
вую часть последнего равенства в выражение, стоящее 
под знаком двойной суммы в правой части (9.41), и прежде 
всего осуществим осреднение по мпожеству. При этом 


1) Автор кныги иногда, во не всегда, пользуется множителем 
1/25 перед интегралом в формуле для изображения Фурье; 
см. формулы (9.18) и (9.49). —Прим. ред. 


18 Ця»-Сюз-Сонь 
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процесс предельного перехода сильно облегчается тем 
обстоятельством, что значения величин є, ле связаны 
никакой корреляцией. Окончательное выражение фупкции 
Ф (ә) имест вид 


Фо 9) В е) нь У 809 аы), 
о (9.43) 


где –ю, — частоза, определенцая соотношением (9.39). 
В данном случае характер непрерывного и дискретного 


ЕИ ры] т ІД Ед т. 
+ р 
4 Н 
16 | Е 1. в ВЕ 
т і ЫИ 
о т Те т То 


Фиг. 64 


спекгров уже не определяется только спектром одипар- 
ного импульса, а зависит также и от харак іеристичсекой 
функции величины =. 

В качестве 1рстьего примера прямого метода под- 
счета спектральпой функции рассмотрим стациопарпую 
случайную функцию у (2), изображенпую па фиг. 64. Эта 
фупкция может принимать только два значения: 
+1 и —1, чередующисся через некоторый питервах Т. 
Однако Т пе является постоянной величиной, а опреде- 
лястся се веромиым распределением Р (Т), причем Т 2 0. 
Примем также, что между последовательными интерва- 
лами То нет никакой корреляции. Последовательные 
интервалы обозпачим через Ту. где #-=1,2,..., и примем 
за период @, по которому выполняется интегрирование 
в правой часги (9.18), промежуток времени от #= 0 до 
#= ХТ, где Т- среднее значение интервала времени, 
определяемое инте: ралом 


Т 


8 \ ТР(Т)ат. (9.44) 


? 


А м 
Д { и()рет а= с а УС Пета ет), 
0 271 
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Здесь &, — момент времени, соответствующий концу А-го 
интервала. Последнее выражение можно преобразовать 


к виду 
м 


И Ем 
А2] 


С помощью равенстла (9.20) и последнего соотношения 
мы получаем спектральпую плотность Ф (5) в виде 


уж 
Ф) Е [т з У ие 89] . 09.45) 
ад 


Гө? Ё моо? 


ПЫ етеу Д, 


Рассмотрим теперь пекоторое А> Е", например 
Е =А’-- т; тогда 


ей) о “Ти поте о Ты т, (9.46) 


Так как между последовательными интервалами пе имеет- 
ся никакой корреляции, то вероятность появления произ- 
ведепия, выписапного љ правой части {9.46), равна произ- 
ведению вероятностей появления величин, равных сомио- 
жителям этого произведения. Введя хараклеристическую 
функцию у (в) распределения Р (Т) 

фруесетаг, (9.47) 


о 


хб9) = (м) № (а) 
мы увидим, что у (є) представляет собой среднсе значе- 
ние с ‘7, Цоэтому средисе по мпожеству значение произ- 
ведения в. Правой части (9.46) равно просто [у(®)}”. 
Под знаком двойпой суммы в правой части (9.45) имеется 
приблизительно № лаких произведений; все они входят 
со знаком, определяемым значением (— 1)". Следова- 
тельно, в пределе э1н произведения сводятся к величине 
{-1)"[х (®)[". Под зпаком предела т изменяется от 1 
до со и, следовательно, с ма ресх таких членов равна 


х тр а у (6) 
р> Ст = = р) у. 


Члены, соответствующие Е’ > А, равны величипам, ком- 
плексно сопряженным е членами, соответствующими АА’. 


13* 
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Помимо пих, в двойной сумме в правой части равенства 
(9.42) содержатся еще члены, соответствующие значениям 
Б =; эти члены лают в сумме, после деления на №, 
единицу. Таким образом, равенство (9.45) окончательно 


припимает вид 
орк Г 9) 
! аве. 


Ф (о 
Обозначим через Ф (є) и © (ею) вешествешую и мнимую 
части функции у (є) соответствешо, как это приняго 
в соотношении (9.47). Тогда 


оо 
а апе)" (948) 
Если Р(Т) определяется распределением Пуассона 
е ТТ, (9.19) 


где Г средпий иптервал времени (9.44). то спектральная 
плотность такой случайной функции единичпой амшиитуды 
равна 


(9.50) 


Благодаря полпому отсутствию һакой-бы то ли было уста- 
новившейся периодичности в рассматриваемой случайпой 
функции ее спектральная плотность является непрерывной 
и имеет Рладкий характер; в пей пе имеется никаких пи- 
ков, наблюдавшихся в предыдущих примерах. 


9.8. Вероятность больших отклонений от среднего зна- 
чения. Если случайная функция характеризуст папряже- 
вие в магериале коисгрукцин, то недостаточпо знать 
только среднее значение напряжения. В целях обеспече- 
ния прочности конструкции мы должны разыскать также 
и вероятность возпикновения напряжений, превышающих 
допустимое рабочее напряжение в материале конструкции; 
т. е. вероятность РГ у, #] того, что случайная фупк- 
ция у примет значение, превосходящее величину А. Эта 
вероятность находится очень легко, если известна первая 


9.6. Вероятность больших отклонений от среднего значения 197 


функция распределения вероятностей №, (у): 
— 


РИН А фа. 09.50) 
в 


Но во многих техпических задачах эта фупкция рас- 
пределения вероятпостей пе задана, известны же среднее 
значение у и средпее отклонепие =. Однако даже и ири 
этих ограниченных далных все же возможно дать общую, 
хотя н грубую оценку пероятиости возпикновепия больших 
отклонспий от среднего зпачения. Если, например, & (0) — 
неотрицательтая функция от у, то, так как фупкция 
У, (у) неотрицательна по определению, 


< 


«тик \ У. 09.59) 
шу 
При вычислении последнего интеграла интегрирование 
распрострапястея на все значения 1, удовлетворяющие 
условию &(/)>К. Но этот интеграл как раз равен 
Р[8 (у) > К]. Таким образом, 
(0) (9.53) 


Р (0) > Кр 


Последпес неравенство называется неравенством Чебы- 
шева. Положим теперь 


800) = (0—0 


-К 


Тогда, в сизу (9.7), 


& (у) 1 — (0), 
где с — среднее отклонение от среднего значения, Введя 
постоянную К посредством соотношепия К = мы 
получим с помощью неравенства (9.53) неравенство 
Бьенэмь — Чебышева: 


Ри > < 


(9.54) 


Как известно, это неравенство является слишком гру- 
бым для большинс1ва прикладпых задач; определяемая 
им верхняя граница в общем случае оказывается чрез- 
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мерно завышенной. Более точпую оценку можно дать 
в тех случаях, һогда фупклия 1; (0) имеет едипственный 
максимум. Соотве тствующая оценка принадлежит Гауссу. 
Для доказательства перавепства Гаусса расемогрим функ- 
цию &(х) (фиг. ‚ монотонно убывающую при х>0. 


шт) 


Фиг. 65 


Очевидно, что 0 (х) можно представлять себе как функ- 
цию, образованную пугем наложения функций, постоян- 
ных (не равных нхдю) огл ‚Хо и равпых нулю 
при х^ ху. Пусть о (х) = 1 хон о(х) = 0 при 

Тогда при любом К 


Но, коль скоро 0 < 


Кода Кх, К). 
к 
При значениях К, заключенных в указанных пределах, 


н 4 
максимум этой величины равен оу хо. Таким образом, в об- 
шем’ случас справедливо неравенство 


К? \ о(х)йх 1 + | х0 (5) 4х. 
к 


Переходя от о(х) к ш (х) по методу наложения, как 
указано выше, получим 


же(х) ах. 


9.6. Вероятность болыних отклонений от среднего зн 


Рассмотрим теперь произвольное распределение е един- 
ственным максимумом и с абсциссой Х== 8-70 ГД 3 — 
максимум. Тогда 


кеб, (уак а дах 
к о 


к 0 
К? { бак а фм, (одах, 


Складывая ЭТИ выражения, получаем 
И и 
КР [у ме К 


где у — среднее отклонение от максимума, определяемое 
равенством 


и да. (8.55) 


Положив К = 2%, придем к неравенстлу Гаусса 
4 
2 
Если распределение симметрично, то и 
равенства (9.56) сводятся к неравенствам 


П зх 4 
Ра 8.265] бя. (9.57) 


(9.56) 


Ру - 9512 0] 


у, у= с ине- 


Неравенства (9.57) доставляют лучшую оценку вероят- 
ности по сравиению с неравенствами (9.54). 

В реальных условиях часто возможно предполагать 
гауссово распредсление вероятностей, по крайней мере 
приближенно. Тогда, пользуясь асимптотическим разло- 
жением функции ошибки, легко показать, что 


Ру 0 265] при 51, (9.58) 


Это очень малая вероятность. Например, при & = 3 веро- 
ятность равна всего 0,002. Пользуясь же оценкой (9.54), 
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мы сможем утверждать лишь то, что вероятность меньше 
0,1111, тогда как оценка (9.57) озиачает, что вероят- 
ность меньше 0,0493. Различие в качестве этих оденок 
объясняется, копечио, различием в количестве информации, 
на которой основаня оценка. 


9.7. Частота появления значений, превышающих неко- 
торую заданную величину. Гели случайная функция ха- 
рактеризуст папряжепне в материале конструкции и если 
расчет этой конструкции на прочпость должен осповы- 
ваться на повтореннях определенной величины папряже- 
ния, т. е, на усталости материала, то необходимо знать 
вероятное число превышения случайной фупкцией зпаче- 
ния у=ЕЁ в единицу времени. Очевидно, что это число 
равно половине числа прохождений случайной функции 
через значение { в единицу времепи. Обозначим сго через 
№ (:). Это число впервые подсчитал С. О. Райс; мы будем 
следовать его методу 1). 

Пусть (и, 0") ви Чу’ есть вероятность чого, что слу- 
чайная функция принимает значение, паходящесся между 
уиу-| ау в то же время, когда ее произвольная у’ но 
времени припимает значение, находящееся между у’ и 
у’ 4’. Эту вероятность можно также рассматривать как 
отношепие промежутка времени, в течение которого слу- 
чайная функция у и ее. производная у’ одновременно за- 
ключены в указанных интервалах, к некоторой единипе 
времени. Но функция у пробсгает интервал ау за время 
ауу |. Отсюда следует, что ожидасмое или вероятное 
число прохождений через & ий’ в единицу времепи равно 
отношению” величин 10 (Е, у')4уйи° и ау], т. е. 
ПЕ (Е у’) ау". Искомое число У, (5) найдется в резуль- 
тате интегрировапия по всем значениям у’, т. е. 


У и аи. (9.59) 


5 


Но, как следует из (9.15), для любой дифференцирусмой 
случайной функции между ўи у’ нет никакой корреляция. 


2) Кісе $. О., ВеЙ буфет Тесћ. Зопги., 23, 282 (1944); 28, 46 
(1945). 
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Тогда, в силу общих законов теории вероятностей, 
Й (у, и") просто равно произведению первых функций рас» 
пределепия вероятностей ,{и) и (у’}. Следовательно, 
равенство (9.59) можно паписать в виде 


№057, \ и (и) 4. {9.60) 


Если распрелеление (у”) симметрично, то равенство (9.60) 
можпо еще свести к виду 


Е 
№ = (9 07) 49 при (07) симметричном. (9.61) 
0 


Если 1 (0') определяет гауссово распределепие со 
средним отклонением о’, то, в силу (9.9), 


(9.62) 


Среднее отклонение в’ можно подсчитать, исходя из 
спектральной плотности Ф (ө) и пользуясь разенствами 
(9.15) и (9.22): 


с” = \ аз (в) ао. (9.63) 
0 


Если №, (В) также представляет собой гауссово распреде- 
лепие со средним значением у и средним отклопением о, 
то, принимая во внимание (9.7) и (9.21), получаем 


[о2р (6) ао 
0 


5 


{о 0) до — (5 


0 
(9.64) 
Последнее равенство и представляет собой формулу Райса. 
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9.8. Реакция линейной системы на стационарное слу- 
чайное входное воздействие. Ответим, паконед, па вопрос, 
поставленный во введении к этой главе: как подсчитать 
выход линейной системы с постоянными параметрами, на 
вход которой действует стациопарпая случайная фупкция? 

В свете элементов теории случайных функций, из- 
ложеняых в предылущих разделах, становится очевид- 
ным, что ключ к ответу на этот вопрос лежит в под- 
счете спектральной плотности выхода по спектральной 
плотности входа. Если же слектральпая плотность выхода 
найдена. то нетрудно подсчитать с помощью (9.22) 
фупкпию корреляции и с помощью (9.21) средпсе квад- 
ратичное зпачение. После этого. применяя методы, опи- 
санные в и.п. 9.6 н 9.7, можно оценить вероятпость воз- 
никповения больших отклонений от средпего зпачелия 
и частоту появления величип, превышающих некоторую 
задзипую величину 

Для многих технических задач в общем случае доста- 
точно зпать именно эти характеристики выходпой перемен- 
ной системы. 

Пусть на вход системы подапа случайная фупкция х (2), 
обладающая спектральной плотностью Ф (ө) и функцией 
корреляции К, (=). Тог в силу (9.21) и (9.22), мы будем 
иметь 


х= \ Фев) о = А, (0) (9.65) 
19 


Ф (о) сот дә, (9,66) 


8 


В, (т) = \ Ф (ш) сот = 
0 


где, как это следует из соотношения (9.23), используется 
равенство Ф( -- ю) = Ф (ә). Подобным же образом, обозна- 
чив через у(#) выход системы, а через Я (®)--его спек- 
тральную плотность и через А,(з)--его функцию корре- 
ляции, получим, что 


\ або) = Во (0) (9.67) 
в 
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т { (етае, (9.68) 


Пусть, как и выше, л ({) означает реакцию линейной 
системы на едилиеный импульс, приложенный к системе 
в момент времени # ~ 0. зи процесс начинается с мо- 
менла времени {== -- со, то выход системы можно запи- 
сать в виде 


0(0)= ў хи т) 5, 


где х() = представляст собой вмпульс, ириложенный 
в момент Ё—. Введем новую переменную нитегрировапия 
и=/—т. Туда 


= { х0: иуи}. (9.69) 
М 
Таким образом, коррелядионная функция А,(2) опреде- 
ляется выражением 


У 


пухи (и) (и) анаи". 


Ех Ета) 
= В, (тии). 
ьно, применяя соотношения (9.66) и (9.68), 


Следовате. 
получим 

> 

{ оета = 


—> 


ў {оге нати? а (и) В (и) иаш 4». (9.10) 
о 
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Введем теперь передаточкую функцию Ё ($) линейной 
системы, представляющую собой изображение по Лапласу 
функции А (1). Обращаясь к соотношению (3.50), напишем 


Е(ю етін р (и) аи. 


>53 


Принимая во внимание это равенство, преобразуем 
соотношение (9.70) к виду 


Фа) ЕСЫ) ёш) вет о. 


В результате мы получим соотношение, связывающее спек- 
тральпые плотности 2 (о) н Ф(®): 


0 (о) == Ф (о) (5) (-- №) = (әу Ф (о), (9.71) 


где принято во впимание, что функиии Е (в) и Р — іо) 
представляют собой комплекспые сопряженные величипы. 

Соотношение (9.71) определяет слектральную ллот- 
ность выхода по спектральной плотносли входа и частот- 
ной характеристике данной линейной системы. С помощыо 
этого соотношения спектральную плотпость в (ш) легко 
подсчитать даже в тех случаях, когда частотная характе- 
ристика задана в форме графика или таблицы числовых 
й. Это еще раз указывает на важность попятия 
передатонной функции и частотной характеристики, Инте- 
ресно - отметить, что, так как фупкция Р(®} обычно 
обращается в пуль при о —» ос, спектральная плотность 
2 (ш) Выхода стремится к пулю при ө — со быстрес спек- 
тральной плотности Ф (о) входа. Это обстоятельство при- 
водит к «сглаживанию» выходной функции. 


9.9. Система второго порядка. Обратимся к простому 
примеру, основаппому па рассмотрении системы второго 
порядка. Движение этой системы описывается уравнепием 


теи си о ру=(8, (9.79) 


9.9. Система второго порядка 205 


Следовательно, передаточная функция системы имеет вид 


1 1 1 
СФЕ Е (ды Эро) 41, 


Е($) = 


где «©, — часгота собственных колебаний системы без демп- 
фирования, а 5 — отношение истинного коэффициента демп- 
фирования к критическому зпачению этого коэффициента, 


определенное соотиошением (3.38). Поэтому 


ЕЕ ыы 


геу) рг 
Следовательно, спекгральная плотность выхода опреде- 
ляется соотношением 


кар 


20) (9.73) 


20 


Ч 


С помищио (9.21) мы найдем среднее кпадратичное 
значение выхода рассматриваемой липейной системы: 


Ф (о) 


ир (9.74) 


таг 
90] 


) 


Заметим теперь, что если $ достаточно мало, то при 
є = әу знаменатель подинтегральной функции в правой 
части равенства (9.74) приближается к нулю. Поэтому, 
если (и) -функция, измоняющаяся медлеппо, то 


=... (9.15) 


4 26 оў 


Это соотношение показывает, что если коэффициент с об- 
радаетея в пуль, то среднее квадратичное значение вы- 
хода становится бесконечно большим. При с = 0 переда- 
точная функция имеет чисто мнимый полюс в точке #,. 
В общем случае эго явление пеограниченного возрастания 
выхода имест место каждый раз, когда пере, аточная 
функция липейной системы имеет чисто мнимый полюс. 
Ноэтому, чтобы система действовала удовлетворительным 
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образом при подаче на ее вход случайной функции, па 

передаточиуію фуикцию системы необходимо паложить 

следующее требование: все полюсы передаточной функции 

Е (8) должны иметь отрицательные ветцественпые части. 

Таким образом, это осиов- 

ное требовацие, налагае- 

мое па систему при вход- 

пых функциях случайного 

Ф() вида, оказывас1ся тожде- 

т. ствешым требованию, обе- 

спечипающему устойчи- 

вое1ь системы при вход- 

ных функциях обычного 
вида !) 

С помощью 

тельцых изменении переда- 


дополпи- 


ше 90 Е 
Ы зочной функцли системы 

Фиг. бу можпо в общем случае 
обеспечить дальнейшее 


улучшеше ‘качества про- 
цесса па выходе системы. 
Например, вполне очевид- 
но, что функция Ф (о), 
входящая в правую часть 
ЕЕЕ (9.75), достиғаеғ минимума 
Фиг. 67 при некоторой частоте ё 
(фиг. 66). В этих условиях 
имеется возможность добиться умепьшеняя случайных флук- 
туаций па выходе. обеспечив эффективную отработку систе- 
мы при «=; . Для этого достаточно ввести в систему 
простую пропорциональную обратпую связь, показанную па 
фиг. 67. Тогда движение системы с обратной связыо будет 
описываться уже пе уравнением (9.72), а уравнением 


ко у 


—2у 


1) Физически это спойство объясняется тем. что при прибли- 
женин системы к идеальному резацанспому контуру с соб-твепной 
частотой ор, компонента частотного сисктра, имеющая частоту өзу 
и содержащаяся во входной фупкиии, можог «раскачать» колебания 
в системе до сколь угодно больтой амплитуды. -Ирим. ред. 
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или 


(9.76) 


Чтобы сделать собственную частоту системы равной є, 
достагочно потребовать выполнения соотношения 


ав л (9.77) 


Поэтому путем надлежащего выбора коэффициента а 
обратпой связи оказывается возможным умепьшить выход- 
ную перемеппую системы. 


9.10. Подъемная сила двумерного аэродинамического 
профиля, обтекаемого турбулентным потоком несжимае- 
мой жидкости. В качестве второго примера рассмотрим 
тонкий плоский аэродинамический профиль с хордой с, 
перемещающийся с постоянпой скоростью & в турбулеит- 
ном потоке воздуха. Паправим ось х вдоль хорды, ось 
2— по размаху крыла и ось у перпендикулярно к на- 
правлениям хорды н размаха !). Предположим, что со- 
ставляющие и, о и а турбулентных флуктуаций скорости 
малы по сравиению с С. Благодаря влиянию этих тур- 
булентпых флуктуаций угол атаки будст меняться во 
времепи и, следовательно, возникнут флуктуации подъем- 
ной силы профиля. Возмущение а угла атаки определястся 
отпошением 


аций 2). Здесь 
фулкция а (7) играет роль вынуждающей функции. «Реак- 
ция» же системы определястся подъемной силой профиля 
с учетом флуктуаций или, лучше сказать, определяется 
величиной коэффициешіа С, (0) “подъемной силы с учетом 


1) См. также правый рисунок на фиг. 27.— Прим. перев. 


г " о о 
Э Так вах в дањон системе осой а =агс а рс 


Прия. перев. 


208 Га, /Х. Линейные системы под действием стац. случ. функций 


флуктуаций 1). Такая задача была рассмотрена Г. У. Лип- 
маном 2). ны 

Для подсчета среднего квадратичного значения С? (0) 
коэффициента подъсмной силы пеобходимо, прежде всего, 
найти исредагочпую функдию данного аэродинамического 
профиля. Но это уже было выполнено в и. 3.7. В самом 
деле, частотная характеристика (ёш) такого профиля 
определена с помощью соотношений (3.54) – (3.58), в ко- 
торых входом служит флуктуация о, а выходом - - коэф- 
фициент С, подъемной силы. 

Следует иметь в виду, что флуктуации, обусловлен- 
ные возникновением турбулентности, являются трехмер- 
ными по самому существу явления турбулентности, т. е. 
каждая из переменных и, 9 и ® зависит от переменных 
х,у2 и Ё В первом же приближении представляется 
достаточным учитывать только составляющую о и ее за- 
висимость от х и ѓ. Таким образом, мы считаем, что тур- 
булентность потока порождает флуктуацию о скорости 
или, что то же, флуктуацию угла ки, опредсляемую 
отношепием 


Предположим теперь, что характер турбулентности не 
претерпевает заметных изменений на протяжении проме- 
жутка времени порядка с;/. Тогда составляющая угла 
атаки, обусловленная турбулентностью, будет также за- 
висеть только от разности #— х/0, и мы можем приме- 
нить “ выводы Сирса, приведенные в п. 3.7. Такое 
прёдположение часто вводится при исследовании турбу- 
леңтпостн, и оно существенно основано на выполнении 
следующего условия: быстрота изменения скорости отдель- 
ных жидких частиц при перемещении вдоль их траек- 
торий мала по сравнению с быстротой изменения скорости 


2} Подъомиая сила п=® Зе 
УИ АЕ ш а И при малых в, о, х. Поэтому здесь мож- 
но перейти от Ш к Су. Прим. перев. 

У 1ершапи Н. №, Јошт. Дегопаи. Ѕсі., 19, 703—801 (1952). 


УЗ (а), где сь постоянно, а 
Й » 
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потока’ в фиксированных точках жидкой среды"). При 
этом предположении 


@ 4 ў Ф (о) (В) 24, (9.78) 
$ 


где Ф(®)- спектральная плотность случайной Ффунк- 


ции 0/0. 
В силу (9.31) и (9.32), 


Ф (а) = 5 7 Тет (9.79) 
уз 

Далее, Липман обнаружил, что фулкцию ;ф (ё) 2 можно 

аппроксимировать выражением 


: П 1 
СО ята (9.80) 
Таким образом, 


СА м а 
@1=4= е | О ты 04 


я [реб |, (9.81) 


где 
пе 

=. {9.82) 

Найденная зависимость среднего квадратичного зпачения 

коэффициента подъемпой силы от параметра 7 графически 
изображена на фиг. 68. 

Очевидно, что при с// +0 мы приходим к случаю 

движения аэродинамического профиля малой хорды в сильно 
турбулентном потоке и 


1) Этот способ оценки скоростей существенно связан с методами 
описания движения жилкой среды по Лагранжу, с одной стороны, 
и по Эйлеру —с другой, см. [35]. — Прим, перев. 


14 цянь-Сюз-Сзвь 
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Таким образом, обтекание профиля носит квазистационар- 
ный характер, и наклон кривой С, по а равен 2=. С дру- 
гой стороцы, при больших значениях с/Ё мы приходим 
к случаю профиля длинной хорды, движущегося в потоке 
слабой турбулентности. Из соотношения (9.80) вытекает, 
что в этом случае С? —> 0. Это озпачает, что «порывы», 


10 


92 
0 з иа 
0 2 
7 
Фиг. 68 


возмущающие течение, полностью компепсируют друг 
друга и чистая подъемная сила равна нулю?) при обра- 
зовапии ударных перегрузок крыла. 


9.11. Пульсирующий вход. Очень важпое значение 
имеет явление «пульсирования» в части потока, являющейся 
аэродинамическим следом. Дело в том, что частицы воз- 
духа, находящиеся на границе всякого аэродинамического 
следа, совершают усиленные флуктуационные колебания 
таким образом, что всякая частица, расположенпая вблизи 
этой границы, будет находиться то внутри этого следа, 
то вне его. Для частей хвостового оперения, движущихся 
вблизи грачицы аэродипамического следа крыла, летя- 
щего при критичсском угле по всему размаху крыла или 


2) Напомпим, что речь идет о приращепии подъемной силы и, 
следовательно, козффициента С,, обусловлепном турбулентностью: 
При ламиварном течении һоэффициеат подъемной силы профиля опре- 
деляется установившейся составляющей угла атаки и может, в част- 
ности, оказаться равным нулю при соответствующем значении этой 
составляющей. —/1рим. перев. 


9.11. Пульсирующий вход эп 


по части крыла, это пульсирующее воздействие может, 
следовательно, иметь исключительно важное значение, 
определяя подъемпую силу горизонтального оперелия. 

Чтобы составить себе грубое представление о данпом 
явлении, будем рассматривать поток в области хвостового 
оперения, как стационарное однородное течение со скосом 
потока, включаемым и выключаемым в беспорядочно сле- 
дующие один за другим моменты времени 1), Такое тече- 
ние служит, вероятно, хорошей моделью аэродинамиче- 
ского следа крыла при критическом угле атаки. Если 
допустить, что вероятность этого персключения подчи- 
няется распределению Пуассона, то имселся возможность 
использовать для решенвя задачи выражение (9.50) спек- 
тральной плотности, внеся в него некоторые изменения: 
здесь средпее значение отклонения уже равно пе единице, 


и 
а среднему зпачепию У 20 угла атаки; средпяя про- 
должительность промежутка времени, на протяжении 
которого выпуждающая фупкция включена, равна сред- 
нему интервалу Т. Таким образом, выражение для снек- 
тральной плотности имеет в этом случае вид 
эм т 1 
ааа, (9.83) 
= Т 2 

1+ в) 


Следовательно, среднее квадратичпое значение коэффи- 
циента подъемной силы приблизительно равпо 


Ф(о) 


при 


1) О скосе потока см. [24, 49]. — Прим. перев 
14 
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Это соотношепие графически изображено на фиг. 69. Пре- 
дельные значения, отвечающие случаям ч=0 и д о, 
конечно, совпадают с предельными значениями, рассмот- 
ренными в предыдущем пункте, 


10 
6,8 

ср 06 

н 

403 да 
02 а ЕНЕСИН 
О аи Неа Е ЕЕЕ 
0 2 а 6 8 10 

Фиг. 69 


9.12. Методика разработки следящих систем, входом 
которых служат случайные функции. При рассмотрепии 
реакции системы второго порядка на случайную входную 
функцию мы указывали на возможность улучшения про- 
цессов в системе путем введения в нее обратной связи и 
превращения се тем самым в следящую систему. Однако 
в разобранпом примере цепь обратной связи является 
довольно примитивной в том смысле, что величина коррек- 
тирующего воздействия, создаваемого обратной связью, 
и входная вынуждающая функция суть величины одного 
и того же порядка. В схемах более практического харак- 
тера эту цель обрагной связи можно делать более гибкой, 
с тем чтобы умснышать потребиое корректирующее вос- 
действие. Папример, движением крыла в турбулеитном 
потоке можио Управлять с помощью системы аг мати- 
ческого  регулировапия, перемещающей управляющий 
щиток, который поворачивается около оси, фиксированной 
относительно крыла. В такой коиструкции сила, необхс- 
димая для передвижения щитка, может быть ничтожиой 
сравнительно с измепением аэродинамических сил, произ- 
ведепным в результате этого передвижения. Общая схема 
мыслимой системы автоматического регулирования для 
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управления положением щитка изображена па фиг. 70. 
Входной случайной функцией служит турбулситный поток 
воздуха. Первая аэродинамическая передаточпая функция 
Р,(ѕ) доставляет связь между турбулентным потоком 
и подъемпой силой, обусловленной этим турбулептным 
потоком; эта функция приближенно определяется выра- 
жением (3.56). Под действием изменений подъемной силы 


ЯзроналЕ 
‘всное 
воздействие 
ЕТ] 
Деитепиб 
22—14 „крыла 
марал О] 
ГЕ 280 
функция 


ерайинами” тт] 

ео баон 

С а | 
Е х 


Фиг. 70 


и продольного аэродинамического момснта крыло начи- 
нает перемещаться в направлении, параллельном верти- 
кали, а также поворачиваться в своей плоскости. Связь 
между аэродинамическими силами и движением крыла 
определяется передаточной функцией Р.(5) движения. 
В результате этого движения крыла возникают два явле- 
пия. Первое из них заключается в появлепин аэродина- 
мических сил, обусловлениых движением крыла 1) и харак- 
теризуемых второй аэродинамической передаточной функ- 
цией Г, (5). На схеме это явление изображается нервой 
цептю обратной связи, которую, одпако, проектировщик 
не может задать по своему усмотрению. Но в распоря- 
жении проектировщика находится вторая цепь обратпой 
связи, характеризующая второе влияние движения крыла; 
от этого движения производится управление перемеще- 
нием регулирующего щитка, согласно передаточной функ- 
ции Р, (5). В свою очередь щиток, перемещаясь относи- 
тельно крыла, создает новые аэродинамические силы, 
характеризуемые лередаточной функцией Ё, (5). Таким 

1) Эти силы возникают благодаря изменению характера обтекания 
крыла при изменении его угла атаки, Грим. перев. 


214 Га.1Х. Линейные системы под действием стац. случ. функций 


образом, изображения входа и выхода системы оказываются 
связанными соотношением 1) 


У = Р, ($) 1768) Х + Г (5) УА, (8) Р, (5) У] 
или 


у Р (8) Р (8) 
х=.) = ттр, у А. ББ (9-89) 
Следовательно, мые можем изменять передаточную фулк- 
цию ЁР, (5) всей системы в целом путем падлежащего 
формировапия передаточной функции Ё, (5) цепи регули 
рования. 

Пусть Ф (ә) есть спектральная плотность входа х, 
в (о) — спектральная плотность выхода, т. е. перемещения 
#(1) крыла. Тогда, в силу (9.71), 


2(5) =®(@) Е, (№) Е, (=), (9.86) 


где функция Р, (з) опредслена соотпошекисм (9.85). Вполне 
очевидно, что для обеснечения наибольшего удобства 
для пассажиров самолета необходимо уменьшить в наи- 
большей возможной степепи ускорение 4" (#) крыла. Это 
значит, что пеобходимо достичь минимума величипы (у). 
Соотношение (9.16) показывает, что среднес квадратич- 
ное значение величины у" можно подсчитать с помощыо 
функции корреляции. Но функцию корреляции можио 
найти, коль скоро известпа спектральная плотность. 
Рассматривая эти соотношения совместно © передаточной 
функцией (9.85) и выражением (9.86) для спектральной 
плотности выхода, получаем 


(у Р (#») 12 
РЕ, (ө) Р (9) Ра вы] а. (9.87) 


2 
-\ 9 (о) 


а о пахождепип минимума величины (у)? решается 
путем постросния такой передаточной функции РА. (5) пепи 
регулирования, которой отвечает искомый минимум. Для 
этого зададим общий вид передаточной функции этой цепи, 
оставив парамегры пока неопределенными. Тогда при 


1) В предположении справедлилости принципа суперпозиции (по- 
ток, создаваемый крылом со щитком, равен сумме потоков от крыла 
и щитка порознь). рим. перев. 
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фиксированных остальных передаточных функциях Р, (5), 
Е. ($), Г, (5) и А, (5) и при спектральной плотпости входа, 
заданной, например, с помощью соотношения (9.79), 


можно подсчитать [у (Г) в функции этих пеопределен- 
ных параметров. В этих условиях задача отыскания 
минимума сводится к обычной экстремальной задаче по 
отношелию к совокупности этих параметров, которые 
определяются из условия достижепия минимума величины 
(0")°. Передаточпая функция, которую мы получим в ре- 
зультате решения этой экстремальпой задачи, окажется 
наилучшей передаточпой функцией в смысле обеспечения 
наибольших удобств пассажиров в самолете *). 

Приведециое рассуждение представляст собой лишь 
один из примеров того, как следует находить оптималь- 
ные условия регулирования исходя из поставленной цели 
и при заданных свойствах входа. При другом способе 
проектирования системы можно было бы исходить из ми- 
нимума средпего квадратичного значения упругих напря- 
жений, возникающих в материале крыла под действием 
турбулептного потока воздуха. В такой постановке задачи 
оптимальная передатошпая функция цепи регулирования 
будет уже другой, но общая формулировка задачи оста- 
нется нсизменпой. Такую задачу о проектировании системы 
автоматического регулирования при условии достижения 
оптимальных процессов, определяемых количественными 
соотношепиями, следует рассматривать как дальнейшее про- 
движение по сравнению с критерием, обеспечивающим 
только устойчивость системы, и другими качественными 
критериями ‘элри просктировании таких систем, разобрап- 
ными в предыдущих главах. Общие соображения такого 
рода впервые были сформулированы, повидимому, А. С. Бок- 
сенбомом и Д. Новиком*). 


2) Здесь оптимальная передаточная фупкция находится в рамках 
заранее предписапной структуры цели регулирующей обратпой связи, 
Не исключено, что для существенного повышения качества процесса 
(в данном случае для уменьшения ускорений) придется изменить самую 
структуру пепи, например путем введения корректирующих кон1у- 
ров ит. п, Эту более обшую задачу нэложепный метод непосред- 
ственно не решает, --/7рим. перев. 

2) ВокзепБош А. 5., Моуік О., МАСА ТМ 2939 (1953). 


Глава Х 


РЕЛЕЙНЫЕ СЛЕДЯЩИЕ СИСТЕМЫ :) 


Если следящая система содержит звено, работающее 
по характеристике «включено — выключено», то такая 
система называется релейной. Как было отмечено в п. 6.3, 
одно из больших достоинств релейных систем заключается 
в их дешевизне. Однако поскольку выхол релейного звена 
изменяется не пропорционально входу, т. е. соотпошение 
между входом и выходом не является линейным, поведе- 
ние релейных систем нельзя исследовать методами линей- 
ной теории. В настоящей главе мы сперва изложим при- 
ближенную теорию устойчивости релейпых и других подоб- 
ных следящих систем, основанную на критерии Найкви- 
ста в несколько измененной форме. В последующей части 
этой главы мы рассмотрим более новую и вместе с тем 
болсе трудную задачу о методике использования нрису- 
щих релейным явлениям нелинейных характеристик для 
улучшения качества следящих систем. К сожалению, 
этот вопрос исследован пока далеко пе полностью, и об- 
щее решение его еще впереди. 


10.1. Приближенная частотная характеристика реле. 
Рассмотрим синусоидальный вход х (#) частоты ® и ампли- 
туды а: 

х(#) =аѕпоѓ. (10.1) 


Идеализируем характеристику реле в том смысле, что 
не будем учитывать продолжительности его срабатывания, 
считая его действие мгновенным, т. е. без запаздывания 
во времени. С другой стороны, учтем явление гистере- 
зиса в работе реле: когда входная величина положительна 
и возрастает, выходная величина реле меняется от пуля 
до ес наиболынего значения А при х=ф. Когда входная 
величипа положительна, но убывает, выходная величина 


1) Сы, также [5, 6, 7, 9, 13, 16, 22, 42, 76].-_Прим. перев. 
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реле меняется от А до нуля, достигаемого при х= с, 
причем 5 больше с. Величина $ называется током вклю” 
чения, а с — током выключения. 

При отрицательных значеннях входной величины вклю- 
—с 


чение и выключение реле совершаются прих-= — б их-= 


Фиг. п 


соответственно. Соотношение между входом и выходом 
релейпого звена можно изобразить с помощью графика, 
приведенного на фиг. 71. Очевидно, что между входом 
и выходом имеется сдвиг по фазе Это отставание по фазе, 
которое мы обозначим через 9, определяется соотношением 
9 Е. [ате 2 - агзп 2] н (10.2) 
а а 

Промежуток времени, в течение которого реле остается 
включенным, равен 2а/е, где а — половина длины одного 
импульса прямоугольной волны, определяемая соотношением 


О 


т 7% У 1 ной и» 
а 9 +8 агсзіп 5 (ага а 816818 4 )- (10.3) 


Период выходной переменной равен периоду входной 
переменной, т, е. равен 2т/ы. 

Представим теперь выходную переменпую у(0) релей- 
ного звена посредством ряда Фурье 


90 = Ў азу (ө = 0]. (10.4) 


Для коэффициепта а; при первой гармопике имеем про- 
стое выражение 
4А 


т 


$па, 


15 
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где а определяется с помощью равенства (10.3). В релей- 
ной следящей системе, блок-схема которой изображена 
на фиг. 72, выход релейного звена служит корректиру- 
ющим сигпалом, возбуждающим исполнительный привод 
системы. Такая следящая система обладает в общем слу- 
чае свойствами фильтра и в большой мере умепьшает 
влияние высших гармоник. Поэтому в приближенном 


г(0+, Исполнительный (Е 
Ц Усилитель 2—4 Реле р а) 
е регулирования 


Фиг, 72 


исследовании мы можем пренебречь всеми высшими гар- 
мониками и принять за выход функцию а ѕіп (®ё — 8). 
В этом предположении отношелие выхода ко входу равно 


Бо) =з" о-в, (10.5) 


Слелозательно, функцию Р, (ёъ) можно рассматривать 
как частотную характеристику реле. Разумеется, она 
не представляет собой подлинной частотной характери- 
Стики. Подлинная частотная характеристика, определен- 
ная таким образом, как это сделано в предыдущих гла- 
вах, зависит только от частоты и не зависит от ампли- 
туды входа. Одпако частотная характеристика, выписан- 
пая в правой части равенства (10.5), зависит от ампли- 
туды а входа. Для отрицательных значений ® имесм 


х() = аѕіпш = – аѕіп|о і о < 0. 
Следовательно, для такого входа выход может быть при- 
ближенно выражен в виде 


А; д 4А, + 
30) = 4 зтазт Сода зіп а ѕіп («ЕЁ в < 0. 
Тогда отношение выхода к входу 
та 16 
Р, (іа) ААВ", о 0. 


Отсюда, сравпивая с равенством (10.5), имеем 
Р,(— іо) = Ё, (ш), ә < 0, 
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и общее свойство частотной характеристики системы, вы- 
ражаемое равенством (3.17), здесь сохранястся. С другой 
стороны, фукция /', (о) вообще пе зависит от частоты є. 
Поэтому использовапие здесь обозначения частотной харак- 
теристики является неподходящим; однако, чтобы подчерк- 
нуть, что эта фупкция представляет собой отпошепие 
выхода ко входу, мы будем пользоваться дапным обозна- 
чением, песмогря па указанное обстоятельство. 

Когда амплитуда а вхола очепь велика, мы получим, 
в силу равенств (10.2), (10.3) и (10.5), 


Е, (ө) = 1 при а-э оо. (10.6) 


Когда амплитуда а очепь мала, реле вовсе нс сработает. 
Порогоҳре значение наступает при а= 0. Тогда 


атс т т) при а= В. (10.7) 


Таким образом, граничные значения частотной характери- 
стики реле полностью определяются характеристикой реле. 

10.2, Метод Кохенбургера. Допустим на мгновепие, 
что амплитуды всех гармоник вхолпой фупкции реле 
равны между собой. Тогда частотная характеристика 
Е.({[} реле сводится к комплексной постоянной, опреде- 
лясмой равенством (10.5). Пусть Р, (№) есть частотная 
характеристика всей остальной части цепи, изображенной 
па фиг. 72; тогда частотная характеристика всей прямой 
цепи равпа Ё (іы) Е, (25). Согласно критерию Пайквиста, 
(п. 43). Т г чтобы система была устойчивой, кри- 
вая 12. (№) Е, (#5) | на комплексной плоскости при изме- 
пеш ® от Е о, должна охватывать точку — 1. Дру- 
гими словауи, кривая ІДЕ, (15) Р, (4»)] должна пересекать 
пеществепную ось слева от точки ^— 1. Но, коль сьоро 
амплитуда‘ @ входной функции реле постоянна, будет 
постоянпой и функция А, (гв), и указанное выше условие 
устойчивости оказывается равносильным ‘требованию 
о том, чтобы частотпая характеристика 1/Р, (ёч) охваты- 
вала точку — Р, (і») при изменении ® от 0 до сс. Такова 
оспова мстода Кохепбургера") применения частотных 
1) КоснепБигиег В. {., Тгайз. Атег. 1084. Вест. пд. 
{АТЕЕ), 69, 270—084 (1950). (Этот метод был ранее разработан 
Л. С. Гольяфарбом, см. «Автоматика и Телемехаиика», 5, 349—383 
{1947). Прим. перев.) 
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характеристик для исследования устойчивости релейных 
следящих систем. Независимо от него аналогичный метод 
был разработан Дютилем 1). 

Кохепбуртер рассуждает следующим образом: если 
амплитуды гармоник входной функции не равны между 
собой, то для использовапия условия устойчивости, олисан- 
ного в предыдущем пункте, необходимо только примепить 
это условие ко всем значепиям К, (іо), соответствующим 
изменению амплитуды от 0 до оо. Геометрическое место 
точек —Р,({®) при различных значениях а представляет 
собой кривую, которая выходит из точки, отвечающей 


і 
СС 


Фиг. 73 Фиг. 74 


пороговому значению амплитуды, определясмому соотпоше- 
нием (10.7), и окапчивается в качальпой точке 0 плоскости 
комплексной переменной (фиг. 73). Условие Кохеибургера, 
достаточное для устойчивости исследуемой системы, форму- 
лируется следующим образом: кривая 1/7, (2) должна охва- 
тывать геометрическое место — Ё, (ѓе) целиком, как это 
показано на фиг. 73. На фиг. 74 показано течение соответ- 
ствующих кривых в случае полной неустойчивости системы. 
Стрелки, напесенные на кривой — Ё, (іо), указывают на- 
правление возрастания амплитуд гармоник входпой фупкции 
реле. Стрелки, нанесенные на кривой 1/7, (в), указывают 
направление возрастания частоты (частота возрастает начи- 
ная со значения в = 0 в пачале). 


1) робу Ј. К., Г’Онае &есітідце, 30, 438—445 (1950). 
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Помимо этих случаев полной устойчивости и полной 
неустойчивости системы, встречаются различные случаи 
частичной устойчивости или псустойчивости с возможностью 


существования автоколебаний определенной частоты и по- 
стоянной амплитуды. Например, на фиг. 75 изображен ход 
кривых, соответствующих устойчивым автоколебаниям. При 
малых амплитудах точки кривой — Ё, (іъ) находятся «Вне» 


кривой 14, (і) н, следовательно, система неустойчива, ибо 
амплитуда колебаний будет нарастать. С увеличением ампли- 
туды точка — Ё, (іъ) перемещается по направлению к кривой 
1/Е, (іы) и, в конце концов, достигает точки Р; пересечения 


Порог 
ампаштуды 


кривых, в которой система будет колебаться с частотой 
и амплитудой, соответствующими этой точке. Таким обра- 
зом, этб колебание начинастся при достаточно малых на- 
чальных отклоцепиях, и все явление получило название 
мягкого возбуждения. Система не стремится удалиться 
от состояпия, отвечающего точке Ри так как всякому 
увеличецию амплитуды будет противодействовать демпфи- 
рующее действие при попадании изображающей точки 
в область устойчивости. Таким образом, точка Р; характе- 
ризует сходящиеся колебания, и в ней система будет всегда 
находиться в состоянин автоколебапий. На фиг. 76 изображен 
другой случай, когда точка Р, пересечения кривых — Ё, (15) 
н 1/Р, (ёо) соответствует неустойчивым колебаниям. Система 
всегда будет стремиться удалиться от состояния, отвечаю- 
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щего точке Р,. Однако при достаточно малых возмущениях 
она остается устойчивой. 

Кривые на фиг. 77 и 78 отвечают более сложным слу- 
чаям, при которых одновременно имеются как точки тина Ру, 
отвечающие устойчивым автоколебаниям, так и точки типа 
Р, отвечающие неустойчивым автоколебаниям. Система, 
соответствующая фиг. 77, будет колебаться при сообщении 
ей возмущений достаточно болыпой амплитуды. Такое 
явлепие называется жестким возбуждением. Система, соот- 
ветствующая фиг. 78, всегда будет колебаться, если только 
амплитуда возмущения не слишком велика, При достаточно 
Зольших возмущениях колебания будут расходящимися. 


Горде 
амйлитуды 


2 (ішу 


Фиг. 77 Фиг. 78 


Во всех случаях, соответствующих фиг. 75--78, наблюдаст- 
ся характерная зависимость поведения системы от ампли- 
туды возбуждающего ее воздействия и возможность суще- 
ствования устаповивщихся колебаний при определенных 
как частоте, так и амплитуде. Все эти свойства характерны 
ДлЯ нелинейных систем, и ими пс обладают системы линей- 
ные, изучению которых были посвящены предыдущие гла- 
вы *). Конечио, существования таких свойств можно было 
ожидать уже на осповании введения в теорию пелипейпых 
систем, содержащегося в п. 1.3. 


1) Следует подчеркнуть, что изложенный вьпше метод является 
приближенным и, будучи весьма практичным, в некоторых случаях 
может привести даже к неправильным выводам. — Ирим. ред. 
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10.3. Другие нелинейные устройства, не пропускающие 
высоких частот. Метод Кохенбургера представляет собой 
весьма эффективный метод решения задачи об устойчиво- 
сти релейной следжией системы. Его можно применять 
при исследовании достаточно сложных систем; при этом 
метод позволяет непосредственио использовать частотные 
характеристики, полученные экспериментальным путем. 
В большинстве прикладных задач, где исполнительный 
привод, следующий за реле в схеме системы, обладает 
достаточными фильтрационными свойствами, пренебрежение 


высшими гармониками является вполие оправданным. Свой- 
ства системы, найдеппыс теоретически, совпали со свой- 
ствами, обнаруженными в результате эксперимента. П0- 
этому, коль- ёкоро при разработке системы ставится только 
требование обеспечения устойчивости релейной системы, 
метод Кохенбургера полностью решает задачу об обеспече- 
нии устойчивости такой системы. 

Вместе с тем метод Кохепбургера примепим не только 
к релейным следящим системам, но в такой же мере ко многим 
другим нелинейным устройствам. Отправным пупктом этого 
метода исследования служит то обстоятельство, что каче- 
ственный характер отработки реле не зависит от частоты, 
но зависит от амплитуды, тогда как качествениый харак- 
тер отработки линейной системы зависит от частоты и не 
зависит от амплитуды. 
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Но, как известно, имеется много нелинейных устройств, 
процессы в которых протекают в качественном отношение 
так же, как и в релейных звеньях. Примером такого устрой: 
ства служит механическая передача с зазором, в чем можис 
убедиться с помощью следующего рассуждения: пусті 
6, — угловая координата ведущего вала, на который жесткс 
насажена входная шестерня передачи, и пусть 0, — углова; 
координата ведомого вала и жестко связанной с ним вы 
ходпой щестерпи передачи. Тогда соотношение между 6 
и 8, можно изобразить с помощью графиков, подобных 
графику, приведенному па фиг. 79, где 20 — полная вели. 
чипа зазора в передаче. Если вход 6, передачи измепяется 
по синусоидальному закону, то ее выход изображается 
определенным образом сплюспутой синусообразной волной 


8, 


Фиг, 80 


отстающей по фазе от входа (фиг. 80). Так как соотноще- 
ние, связывающее 0, и 8,, пе зависит явно от времени, тс 
легко убедиться, что форма выходного колебания 6, пе из- 
менится при изменении частоты входного колебания 8,. 
Таким образом, реакция механической передачи изменяется 
по. амплитуде, но остается неизменной по частоте. 

Обозначим отношение амплитуды основной гармоники 
колебания 8, к амплитуде основной гармоники колебания 8, 
через Ё, ‚(5 причем Ё, (#») характеризует также и фазо- 
вый сдпиг; тогда последиее утверждение означает, что 
Е (іо) является фупкцией от а, но пе зависит от о. Следо- 
вательно, эту зависимость можно применять для изучения 
следящих систем, содержащих механические передачи с за- 
зорами, совершенно так же, как зависимость Ё, (ы) релей 
пого звена использовалась в предыдущем разделе. 
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10.4. Оптимальная отработка релейной следящей систе- 
мы. Напомним, что, согласно критерию устойчивости Кохен- 
бургера, кривая 1/Ғ, (з) должна охватывать всю кривую 
— Е, (ію) целиком, а не только точку - 1, как в случае 
обычных следящих систем. Это условие пакладывает более 
сильные ограничения па другие звепья системы; именно 
по этой причине качество релейной следящей системы 
в общем случае ниже качества обычной следящей системы. 
Однако это свойство не представляет собой педостатка, 
присущего релейным следящим системам. В самом деле, 
вместо того, чтобы ограничиваться обеспечением устойчи- 
вости, мы можем рассматривать реле как устройство, 
предпазпаченное для операций включения и выключения 
и способное производить положительный или отрицатель- 
ный постоянный корректирующий сигиал или ис вырабаты- 
вать вовсе никакого сигпала, н затем поставить вопрос: 
каким образом следует производить включение и выклю- 
чение реле в зависимости от выходной переменлой, с тем 
чтобы получить оптимальный процесс во всей системе в це- 
лом. Пусть, например, требуется обеспечить возможно более 
быстрое возвращение системы к стабилизируемому положе- 
цию после возмущения. Такое требование не только пред- 
усматривает возвращение системы к стабилизируемому со- 
стоянию (т. е. устойчивость ее), но также обусловливает 
быстрейшее осуществление этого возвращения. Решение 
данной оптимальной задачи заключастся в указании закона 
срабатывания реле в зависимости от изменения выходной 
переменной; знание этого закола срабатывания лежит 
в основе расчета следящей системы. 

Релейпыє следящие системы, разработаниые с учетом 
требований, вытекающих из рассмотренной здесь более 
общей постаповки задачи, будут, несомненно, превосходить 
по качеству обычпые линейные следящие системы по той 
причине. что нелинейная характеристика релейпых звеньев 
используется при этом самым полным образом 1), 


10.5. Фазовая плоскость. Обозпачим через у выходную 
координату, а через х — входную; тогда дифференциальное 


1) Мало того, доказано, что именно системы, содержащие релей- 
ные звенья, являются наиболее быстродействующими из всех возмож- 
ных. — Прим. ред. 


15 цякъ-Сюэ-Сзнь 
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уравнение системы второго порядка, линейной или нелиней- 
ной, можно в общем виде написать следующим образом: 


о 00 0х0), (10.8) 


где точка означает дифференцирование по времени. Урав- 
нение (10.8) можно переписать в виде системы уравнений: 


(10.9) 


Если рассматривать у и у как зависимые переменные, 
то ураввепия (10.9) представляют собой систему двух 
дифференциальных уравнений первого порядка относитель- 


по неизвестных ў и у. Если входное воздействие отсут- 
ствует (х = 0) и если функция Ё не зависит явно от № 
т. е. система являстся автономной, что часто и имеет 
место, то первое уравнение сисгемы (10.9) можно разре- 


шить 1) относительно 04/0 к выразить 2/4? как функцию 
от у и у. После этого систему можно персписать в виде 


ау . « 
= (у, 0), 
Е (10.10) 


и. 
р 9: 


Эта” система уравнений ле содержит & явно. Разделив 
первое уравнение системы (10.10) на второе, получим 


ау В 
а 600 09). (10.11) 


5) Всюду, где — Прим. перев. 


ду 
з) Пралая часть первого уравнения (10.10) обозначастся через 


фе (у, И для удобства, чтобы записать производную 49124 в виде 


функции от 9 и 0. — Прим, персо. 
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Мы пришли, таким образом, к уравлению первого порядка, 


в котором у играет роль пезависимой, а у — зависимой 
переменной. Решив это уравнение, мы можем с помощью 
системы (10.10) определить зависимость между Ё и у, 

С физической точки зрения только что проведенные 
преобразования предполагают, что состояпие системы опи- 


сывается с помощью переменных у и 4, а не с помощью 
более принятых для этой цели перемен- 

ных у и. Если перемепиая у опреде- "| 
ляет положение некоторой материальной 


точки, то у представляет собой ее ско- 


рость. Таким образом, переменную у мож- 
но рассматривать как величипу, характе- 
ризующую количество движения этой 


материальпой точки. Тогда у ий ха- Фиг, 81 
рактеризуют положение и количество 

движения материальной точки соответственно. Физики па- 
зывают такое описание состояния системы изображением 
в фазовом пространстве. В расемотренном частпом при- 
мере фазовое пространство имеет лишь два измерения и, та- 
ким образом, представляет собой фазовую плоскость. Следо- 
вательно, поведение системы второго порядка определяется 
кривой на фазовой плоскости. Каждая точка этой кривой 
изображает состояцие системы в определенный момент 2. 
Направление на кривой, соответствующее возрастанию 
времени, принято указывать стрелками вдоль этой кривой 
(фиг. 81). Если система имеет порядок п, то фазовое 
пространство будет пространством п измерений, а поведе- 
ние системы будет изображаться кривой в этом и-мерном 
пространстве, 

Практическое достониство метода изображения на фазо- 
вой плоскости заключается в том, что очень большое коли- 
чество нелипейных систем второго порядка принадлежит 
к классу автономных систем и для них справедливо урав- 
нение (10.11), а это уравпецие можно решить, ло крайней 
мере графически, по методу изоклин !). В самом деле, 


з См. П, 20, 


58]. — Прим. перса. 
15* 
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характер системы сразу же выявляется, как только на 
фазовой плоскости наносится поле направлений фазовых 
траекторий в соответствии с уравнением (10.11). На исполь- 
зовании таких геометрических свойств фазовой плоскости 
зиждется теория нелинейных колебапий; метод, связанный 
с использованием указанных геометрических свойств, на- 
зывается топологическим методом нелинейной механики 1). 

Чтобы выразить наши предыдущие попятия на языке 
изображений па фазовой плоскости, рассмотрим простую 
задачу об исследовапин линейной системы второго порядка, 
свободной от действия возмущающей силы, 


(10.19) 


Это уравнение получится с помощью уравпепия (3.39), 
если в этом последнем уравнении выбрать единицу времени 
так, чтобы сделать частоту ®, свободных незатухающих 
колебаний равной едипиие. Коэффициент { представляет 
собой, конечно, огношение коэффициента демпфирования 
системы к его критическому значению. В колебательных 
системах 15| < 1°) уравнение (10.12) можно переписать 
в виде 


{10.13} 


(10.14) 


Очевидно, что линиями постоянного наклона 4у/Ау па 
фазовой плоскости служат радиальные прямые, проходящие 
через пачало коордилат. На фиг. 82 — 86 изображены пять 


зу См. |1, 8, 53]. —- Прим. перев. 

2) Следует иметь в пиду большое качественное различие в попеде- 
нии систем, в когорых 0 21 |, и систем, в которых —1 < 54 0.— 
Прим. перев. 
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типов фазовых траекторий, отвечающих случаям < — 1; 
—1=6- 0; 0; 0=0<1 и 1< 5 соответстпешо. 
Графики па фиг. 82 и 86 характеризуют неколебательные 
системы, графики ва фиг. 83 и 85 соответствуют коле- 
бательпым системам, а график на фиг. 84 относится к слу- 
чаю чисто гармонических колебаний. 

На этих фигурах пачало координат на фазовой плоско- 
сти соответствует состоянию равновесия, при котором обе 


производные «107 н Ф030 равны пулю. В математическом 
отпошепии пачало координат представляет собой особую 
точку системы уравиелий (10.13). Однако в каждом из трех 
различных случаев {< 0, 0=0 и 0: < состояние равно- 
весия имест различный характер, Из графиков на фиг. 82 
и 83 следует, что при < < 0 все фазовые траектории рас- 
ходятся ог состояния равновесия. Поэтому пачало коорди- 
нат является точкой неустойчивого равновесия. Из графи- 
ков па фиг. 85 и 86 следует. что при 0 <" все фазовые 
траекторни сходятся к состоянию равповесия. Поэтому 
начало координат является точкой устойчивого равповесия. 
Математически начало координат на фиг. 82 и 86 пред- 
ставляет собой точку, через которую проходят все фазовые 
траектории; эта точка пазывается узлом. Начало координат 
на фиг. 83 и 85 служит центром спиралей и называется 
фокусом. В особом чае, отвечающем фиг. 84, где * = 0, 
фазовые траектории окружают начало, и потому в этом 
случае начало называется денгром. 

Если основное уравнение, описывающее систему второго 
порядка, содержит постоянный возмущающий члеп, т. е. 
имеет вид 


а ад 
зе и 


1 
где с -- постояшая, то его можно записать следующим 
образом: 


инс, (10.15 


0 уо) =0, 


Следовательно. в этом случае течепис фазовых траекторий 
совершению аналогично их течению, нзображенпому па 
фиг. 82 и 86, с тем единственным изменением, что в рас- 
сматриваемом случае точка равновесия сдвинута по оси ў 
и находится в точке у=с па этой оси. 


ыы 


Фиг. 82 Фиг, 83 


Фиг, 84 Фиг. 85 


Фиг, 86 
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10.6, Линейное включение. В последующем рассуждении 
мы упростим задачу о переключении реле, предположив, 
что реле может паходиться лишь в одном из двух состоя- 
ний: в одном из них выходная координата равна положи- 
тельлой, а в другом — отрицательной единице. То обстоя- 
тельство, что абсолютная величина выходной коордипаты 
реле припята равной единице, очевидно, не ограничивает 
общности рассуждения. По прежде, чем персходить к раз- 
бору задачи об оптимальном законе срабатывания реле 
в общем виде, рассмотрим более простой случай линейного 
закопа срабатывания: возмущающая функция с, создавае- 
мая релейным устройством, равна единице по абсолютной 
величине, а знак ее совпадает со знаком липейной формы 


ау--6у. Мы касасмся этого случая в целях тострации 
некоторых свойств общей задачи. 

Свойства релейных следящих систем с липейным законом. 
срабатывания исследовали Флюгге-Лотц'!) и Флюгге-Лотци 
и Клоттер 2). Пиже приводится обзор качественных резуль- 
татов их исследовапий. Упомянутые авторы рассматривали 
систему, описываемую дифференциальным уравнением 


Е 
а? 


+219 у= відп (ау), 051. (10.16) 


Фазовую траекторию, соответствующую положительной 
единичной вынуждающей фупкции, пазовем Р-дугой, а фа- 
зовую траекторию, соответствующую отрицательтой еди- 
личпой вынуждающей функцип, —А-дугой. Совокупность 
всех Р-дуг называстся Р-совокупиостью, а совокупность 
всех №-дуг— №-совокупностью. Вспоминая наши рассужде- 
ния, связанные с исследованием уравнения (10.15), мы 
приходим к заключению, что для данного уравиения сово- 
купность Р представляет собой систему сходящихся спира- 


лей с фокусом в точке у=--1, у=0, а совокупностью № 
служит система сходящихся спиралей с фокусом в точке 


1) Е1аввеоіг 1., 2. апаеч. Маі, Месн., 25—27, 97—113 


(1947). 
3) Е]бпее оёх 1., К1оіќег К., 2. апае. Май. Мосћ., 28, 
317—387 (1948). 
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у= — 1, у = 0. Желаемое окончательное состояние системы 


соответствует, копечно, началу координат у= ў = 0. 

В зависимости от сочетания знаков постоянлых а и В 
в фупкции в правой части уравнепия (10.16), определяющей 
закоп переключения реле, можно выделить четыре случая, 
Отнесем к случаю І действие системы при а>6; ё > 0. 


В этом слуцае линия переключения реле ау -- Бу = 0 пред- 
ставляет собой на фазовой плоскости прямую, проходящую 


перейлюченця 
аукіӯ=0 


Фиг. 87 Фит, 88 


через начало коордипаг и расположенную во втором и чет. 


. вертом ®ладраптах. Вправо от этой прямой функция ау -- бу 
положительна, и соответствующая область служит областью 
расположения Р-совокупиости. Влево от прямой фуикиия 


ау 4-64 отрицательпа. и соответствующая область служит 
областью расположелия У-совокупности. На прямой пере- 
ключения обе совокупности смыкаются, образуя ловЫе 
точки (фиг. 87). Условие существования периодического 
движения состои: в том, чтобы имелась такая Р-дуга, 
обе точки пересечения которой с прямой переключения 
находятся па одипаковом расстояпии от начала координат; 
тогда, в силу симметрии, будет иметься и такая №-дуга 
с другой стороны прямой переключения, которая соединяет 
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эти точки пересечения. Обе эти дуги, рассматриваемые 
совместло, образуют на фазовой плоскости замкиутую 
кривую. По термипологии мелинсииой мехапики такие пери- 
одические движения называются предельными циклами. Мы 
сейчас убедимся, что в нашей задаче периодическое движе- 
ние может иметь место. 

Условимся обозначать символами $р ибл теточки на пря- 
мой переключения, в которых Р-дуга и №-дуга соогветствен- 
но касаются этой прямой, а символами Ави Ах —последпие 
перед Зри $ точки пересечения дуг Ри А с этой же прямой. 
Точки 5ь и $м расположены симметричпо относительно на- 
чала координат, так же каки точки Кри у. Пусть числа“, 
а и 6 имеют такие значения, ч1о точка Ад: находится вне 
отрезка 855854; такое расположение этих точек показано 
на фиг. 88. Всякос решение, начинающееся в достаточной 
близости от отрезка 5р 5;, будет удаляться от прямой пере- 
ключения в том или другом направлении, смотря по тому, 
с какой сторопы от прямой персключения находится на- 
чальная точка решения, и никогда уже не приблизится 
снова к прямой переключения, Можло также показать, 
что конечная точка каждой Р-дуги, лежащей вправо от 
прямой переключения и оканчивающейся на этой прямой, 
расположена ближе к пачалу коорлипат, чем ее пачальная 
точка; отсюда следует, что в данпом предположении усло- 
вие периодичности движения никогда не может быть вы- 
полнено. Следовагельно, фазовые траектории системы всег- 
да будут иметь форму спирали, наматывающейся на один из 
фокусов, а конечное состояние системы не будет совпадать 
с началом-коордипаг ла фазовой плоскости. 

Если же, однако, лочки 9% и К» лежат внугри отрезка 
88, (фиг. 89), то периодическое движение существует. 
Причина этого заключается в следующем: Р-дуга №5, 
выходит из точки, которая расположена, по предполо- 
женвю, ближе к началу координат, чем се копечпая точка. 
Но на большом удалении от начала, где влиянием сдвига 
фокусов семейств сходящихся спгралей в точки --1 и —1 
для Р-совокуппости и М-совокупности соответствеино 
можпо пренебречь, всякая Р-дуга должна начинаться 
на прямой переключения в точке, расположенной от начала 
координат дальше, чем конечная точка этой Р-дуги, также 
лежащая на прямой переключения. Следовательно, такие 
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дуги обладают свойствами, обратными по отношепию к свой- 
ствам дуг Юр5ь. Поэтому в силу неирерывпости некоторая 
промежуточная Р-дуга этого типа должиа начинаться 
и оканчиваться в точках, одипаково удаленных от начала 
координат. Это свойство и представляет собой условие 
существования периодического решения, изображенного 
на фиг. 89 в виде предельного цикла. Как показывает 
более подробное исследование, это решение действительно 


Фиг. 87 


существует и является единственным, а также, что еще 
важнее, это периодическое решение орбитально устойчиво; 
все рёшепия, начинающиеся вне предельного цикла, ваматы- 
ваются на него, и подобным же образом паматылаются на 
предельный цикл решепия, начинающиеся внутри этого 
цикла, но вне области, ограниченной коптуром 5-5% 
и заштрихованной на фиг. 891). Фазовые траектории, начи- 
нающиеся внутри заштрихованной области, наматываются 
на один из фокусов. В данном случае, как и выше, изобра- 
жающая точка не может достигнуть начала координат за 
конечный промежуток времени. 


1) Такой предельный цикл называстся устойчивым, —Прил. ред. 
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Перейдем к случаю П: а>0, 6 <0. Прямая переключения 


ау\-ду=0 находится теперь в первом и третьем квадрантах. 
При этом Р-совокупность и М-совокупность оказываются 
теми же самыми, как и в первом случае. В случае 11 перио- 
дическое решение ие существует. Пусть символами Кр, 
Км, Зри $ обозначены такие же точки, как и в первом слу- 
чае; тогда точки Рр, 5р, О, 5% и Юм будут лежать на пря- 
мой переключепия в порядке, указанном на фиг. 90. 


Фик. 90 


Но в иптервале $28 х возникает новое явление. Рассмотрим 
какое-либо решение, достигающее прямой переключения 
в этом интервале, например в точке Е. Каково будет 
дальнейшее течение фазовой траектории, достигшей этой 
точки? Так как переключение реле производится именно 
на этой прямой, изображающая точка должна переме- 
щаться вдоль некоторой №-дуги. Одпако М№-дуга уходит 
из точки Е обратно в ту же полуплоскость, из которой 
точка, изображающая рассматриваемое решение, пришла 
в точку Ё, а по эту сторопу от прямой персключения решение 
может изображаться только Р-дугами. С другой стороны, 
изображающая точка, безусловно, не может перемещаться 
вдоль Р-дуги, выходящей из точки Е и расположенной по 
другую сторону от прямой переключения. Следовательно, мы 
должны сказать, что в моменты времени, следующие за мо- 
ментом достижения изображающей точкой точки Е, решение 
не опредслепо; опо «оканчивается» в точкеЕ. Всякое реше- 
ние, выходящее из точек вне интервала рб к, приближается 
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по дуге спирали по направлению к началу координат до 
тех пор, пока хараклеризующая его фазовая траектория 
не достигнет прямой персключепия в иптервале А^ Вр. 
Если же опа достигает этой прямой в интервале Юр$р 
или Вх», она будет ваматываться соответственно па фок ус 
+1 или —1. Сели же фазовая траектория дослигает прямой 
лереключения в интервале 85553, то наблюдается любо- 
пытное явление «остановки» движения. 

В действительности процесе в системе не может «пре- 
кратиться», а должен продолжаться). Для разрешения этого 
парадокса обратим вшимапие на то обстоятельство, что 
процесс переключения всегда сопряжен с наличием некото- 
рого ‘запаздывания по времени. Когда фазовая траектория, 
характеризующая движение, достигает прямой переклюте- 
ния, то в реальных лювиях эта траектория пересекает пря- 
мую переключения и заходит за пее на небольшое расстояцие 
прежде, чем происходит изменение знака возмущающейфунк- 
ции. В случае І такое запаздывание (если только оно не слит- 
ком велико) не отражается существенным образом на поведе- 
нии системы. Пов дапном случае благодаря инерции системы 
в ней пе наступает необходимого «прекращения» движения. 
Рассмотрим движение, достигающее такой конечной точки: 
из-за запаздывания в персключепии реле это движение уже 
не окопчится в этой точке, а будет продолжаться, так что 
характеризующая его фазовая траектория несколько перей- 
дет за эту точку; после этого произойдет переключение реле 
и на фазовой траектории появится угловая точка, соответ- 
ствующая моменту переключепия, причем в этой точке ре- 
шепие обтастся определенным. Исходя из этой угловой 
точки фазовая траектория пересечет прямую переключения 
в обратиом направлении, зайдет за нее па пебольшое рас- 
стояние, после чего вновь образуется угловая точка и т. д., 
как изображено на фиг. 91. Из рассмотрспия этой фигуры 
видно также, что такое зигзагообразное действие системы 
сводится к сползанию изображающей точки из зоны, при- 
легающей к интервалу 5рбл, по паправлепию к одпому из 
фокусов, па который фазовая траектория будет, в конце 


1) Так как в точке Е скорость 9740 и, следовательно, точка Е ие 
может быть точкой ралновесия (покоя). Точки покоя (у 0) могут 
лежать только на оси абсцисс. —Пуим. перев. 
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концов, наматываться. Но, хотя благодаря влиянию инер- 
ции системы и не паступает прекращения движения, по- 
ведение системы все же является пеудовлетворительным, 
поскольку решение не способно достичь начала координат. 

Случай ПІ определяется неравенствами 0 = 0, 5 ->0. Здесь 
прямая переключения опять лежит в первом н третьем 
квадраптах фазовой плоскости. Но Р-совокуппость распо- 
ложена теперь по левую сторопу от прямой переключения, 


Фиг. 91 


а М-совокуппость—по правую сторону от нее. В этом случае 
всегда существует устойчивое периодическое решение, т. е, 
устойчивый предельный цикл (фис. 92); этот цикл опреде- 
ляет свойства с. стемы, поскольку все остальные решепия 
на него наматываются. При этом решеине опять пе может 
достичь начала координат фазот т плоскости. 

Случаю [У соответст вуют отрицательные значения обеих 
постояптых я и 5. Прямая переключения расположепа так 
же, как и в блучае 1, но течепис фазовых зраекторий ана- 
логично их лечению в случае ПТ. Можпо показать, что 
в случае ІУ периодические решения пе существуют. Без 
учета запаздывания в срабатывании реле отрезок 88у 
(фиг. 93) состоит из конечных точек. Проводя фазовые 
траектории, оканчивающиеся в этих точках, можно убедить- 
ся, что эти траектории заполняют всю плоскость. Таким 
образом, в этом случас все движения «окаичиваются» на 
отрезке 55 у прямой переключения. 

Но. как и в случае П, картина движения меняется при 
учете запаздывания, Эго запаздывание пе оказывает ника- 
кого существенного влияния на движение до тех пор, пока 
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соответствующая фазовая траектория не достигнет отрезка 
$р5м. В этот момент изображающая точка вместо остаповки 
перейдет на пебольшое расстояние за прямую переключения, 
после чего образуется угловая точка фазовой траектории; 
затем изображающая точка опять пересечет прямую пере- 
ключения, спова образуется угловая ‘точка фазовой траек- 
тории, и т. д. Как видно из рассмотрепия фиг. 93, эти коле- 
бания направляют систему к началу координат. В конце 
концов, в системе установятся колебания высокой частоты 
и малой амплитуды около начала координат; при этом, 


ау+уј=0 
Фиг. 92 Фиг. 98 


частота колебаний будет тем выше, чем меньше инерция 
системы. В таком случае говорят, что следящая система 
работает в вибрационвом режиме (или «рыскает») 

Таким образом, из четырех рассмотренных случаев 
только -в одном — четвертом — система обладает свойством 
стремлепия к требуемому равлолеспому состоянию. Но и 
в этом. случае система совершает автоколебания малой 
амплитуды около состояния равповесия. Изложенное нами 
исследование Флюгге-Лотца и Клоттера иллюстрируст ие- 
достатки, обусловленные линейностью закона переключе- 
ния. Отсюда следует вывод, что с помощыо линейного 
закона переключения пикак нельзя получить оптимального 
процесса в релейной следящей системе. 


10.7. Оптимальный закон включения. Уравнения авто- 
номной системы второго порядка в предположении, что 
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имеется возмущающая функция, абсолютная величина 
которой’ равна единице, могут быть написаны в виде 


ау _: т) 
и = 


у | | (10.17) 
у а 0) = 0, 9). 


Здесь е (у, 0) — разрывная фупкиия, способная принимать 
только два значения: -- 1 или -- 1. При этих условиях 
задачу о нахождении оптимального закона включения 
можно сформулировать следующим образом: требуется 


разыскать функцию $(у, 0), обладающую тем свойством, 
что решение, начинающееся в любой точке р фазовой 
плоскости, будет проходить через начало О координат, а 
промежуток времени, в течение которого изображающая 
точка переместитея от точки р до пачала О, будет мини- 
мальным в том смысле, что ни при каком другом выборе 
функции $ этот промежуток времени пе будет короче. 


Функцию $(у, 0), удовлетворяющую этим условиям, на- 
зовем оптимальной функцией включения. Задачу об опти- 
мальном законе включения рассматривал Бушау *); он же 
полностью решил эту задачу?) для частного случая, когда 
функция 2 (у, 0) липейна, т. е. а(у, 0) = 2074-0 при всех 
вещественпых значениях *. Однако математические рас- 
суждения, с помощью которых Бушау получил свои ре- 
зультаты, сложны и их трудпо распространить на другие 
случаи. Поэтому мы ограничимся лишь указапием па ме- 
тодику его решения. 

Общий результат, пригодный для любой пепрерывной 


функции &(и, и), доставляет каноническая траектория 
Бушау (траектория на фазовой плоскости). Так как функ- 


1) Обычно вынуждающей силой (фупкцией) называют силу (фупк- 
цию), зависящую явно от независимой переменной #, Здесь это на- 
звание сохралено для функции $ перечолочения, пе зависящей явно 
от ё. Прим, перев. 

2) Визнам Ш, \!., Схрегітепіа! Том тв Тапк, З4еуепз зе 
о Тесппо]оку. Керогі 469, ПоБокеп, М. Ј., 1958. 

3) См. также [76—78], а также [5], т. Ш.—-Прим. ред. 
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ция Ф (и, РА может принимать только значения --1 иль 
—1, то такая траектория состоит из Р-дуг и М№-дуг 
Точку соедипения этих дуг будем называть угловой точ 
кой типа РА, если с ростом времени значение фупкци» 
переключения в этой точке меняется от +1 к — 1. По 
добным же образом мы назовем точку сосдинения этих 
дуг угловой зочкой типа МР, если зпачепие функции $ 
переключелия в этой точки меняется от [к+1 
Траектория называется канонической, если она не со 
держит угловых точек типа МР над осью у и угловых 
точек типа Р.У под осью. Важность понятия канониче 
ской траектории объясняется тем, что оптимальная фазо- 
вая траектория, т. с. траектория мипимального времени 
прихода системы в пачало координат, должиа быть траек- 
торией канонической. Это означает следующее: если си 
стема, начипая от точки р, будет двигаться вдоль некото- 
рой траектории А, не являющейся канопической, то можнс 
найти капоническую траекторию, выходящую из той же 
точки р, которая, в единицах иремени, «короче» траекто- 
рии 3. Это можно показать совсем просто. Пусть, наири- 
мер, задана траектория, содержащая угловую точку р 
типа ЖР над осью у (фиг. 94). Обозначим через р’ ту из 
указанных ниже двух точек, которая ближе к р, а именно: 
Последнюю угловую точку траектории, предшествующую 
точке р, или последнюю точку пересечения траектории 
с осью у, также предшествующую точке р. Через р” 
обозначим точку, следующую за точкой р и определен- 
ную апалогично точке р’. Определив эти две точки, про- 
ведем от точки р Р-дугу в направлепии возрастания Ё и 
М-дугу в паправлелии убывания {. Тогда, в силу основ- 
ных уравнений (10.17), получим 


(а. 0): 


(10.18) 


9 

Поэтому в любой точке фазовой плоскости алгебраиче- 
ское значепие лаклона Р-дуги всегда больше паклона 
М.дути 1). 


1) Речь идсг о тангенсе угла паклона или о величине производ- 
ной в датой точко дзя траектории типа Ри №. Так как +1>—1 


см. (10.18)1, то этот тангенс больше в лашой точке для Р-дуги, 
чем для Л-дуги. — Прим. ред. 
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Вследствие этого конфигурация траекторий должна иметь 
вид, изображенпый на фиг. 94. Если мы теперь изме- 
ним эту траекторию, заменив ее участок р’рр’ участком 
р'’р’”’р”, то тем самым мы удалим угловую точку типа 
МР и траектория станет канонической. Обозначив через 
1(р'рр") продолжительность движения системы от р’ дор” 
через р и через # (р’р’”’р””) 
продолжительность ее дви- 
жения ло соответствующе- 
му участку канонической 
траектории, напишем 


4(р'рр"')-= 


ПА 


Ир’р’’р”) = { а 


вре Ё Фиг 94. 


Но при любых значениях у величина скорости у на ка- 
нонической траектории больше, чем на первоначально взя- 
той трасктории, и поэтому 

Керр) < Цррр”). 
Таким образом, каноническая траектория «короче» не- 
канопической, т. е. требует для прохождения меньшего 
времени. 

В качестве простого примера примепения тёории об 
оптимальной функции переключения рассмотрим систему, 
в которой 76у, и) Я 
- В этом -случае система уравнений (10.17) принимает 
вид 


й . (10.19) 
= ЧФ, 0). 

Конечно, при этом характер Р- и М-совокупностей зави- 
сит от величины $. Но так как уравнения (10.19) не со- 


держат у в явном виде, то эти совокупности дуг состоят 
из конгруэнтных кривых, сдвинутых вдоль оси у. На 


16 цянь-Сюэ-Сэнь 
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фиг. 95 изображено для каждого из трех видов значе- 
ний © по одной типичной Р-дуге и Х-дуге, проходящих 
через начало координат. Случай < 0 отличается от двух 
остальных в том отношении, что сиезема достигает па- 
чала коордипат только при условии, что начальпсе зна- 
чение у заключено в границах между -- Шо и --1Д. 
Поэтому при 5 < 0 задача о нахождении оптимальной 
функции включения имеет смысл только в том случае, 


когда начальная скорость у лежит внутри указаниой 
полосы. 


5-0 
Фиг. 95 


Обозначим через Г ту часть Р-дуги, проходящей через 
начало коордипат, которая лежит под осыю у, а через 
Г`- отображение этой дуги относительно начала. Поэтому 
Г представляет собой ту часть №-дуги, проходящей че- 
рез начало, которая лежит над осью у. Дуги Ги Г” об- 
разуют в совокупности некоторую кривую С. Бушау по- 
казал, что кривая С представляет собой оптимальную 
кривую переключепия в том смысле, что над кривой С 


оптимальная фупкция $ (у, 0) переключения должна припи- 


мать значение — 1, а под кривой С функция © (у, И) должна 
принимать зпачение -; 1. Графическая налюстрация эзого 
положения поьазаиа на фиг. 96. Физически процесс переклю- 
чепия реле осуществляется следующим образом: в любой 
точке р, расположенной пад кривой С, вынуждающая 
фувкция должна равняться — 1, и система движется вдоль 
№-дуги по направлению к кривой С переключения. На 
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этой кривой происходит изменение значения вьшужда- 
ющей функции, и последняя становится равной + 1, аси- 
стема движется вдоль кривой С к пачалу координат. 
Если начальная точка р расположена под кривой С, то 
вынуждающая функция должна равияться '-1, и система 
движется вдоль Р-дуги до пересечения с кривой С пере- 
ключения. На этой кривой вынуждающая фупкция меняет 
свое значение на -1. и система движется к началу коор- 
динат вдоль кривой С. 


0 
Фиг. 6 


В том, что решение Бушау для’ оптимальной линии 
переключения является правильным, можно убедиться 
следующим образом. Прежде всего заметим, что участок 
кривой С служит последним участком траектории системы, 
в которой она достигает начала координаг, так как кри- 
вая С является единственной уз рассматриваемых траек- 
торий, ироходящих через начало. Предположим теперь, 
что начальная точка расположена над кривой С и что 
оптимальная трасктория. определенная по методу Бущау, 
имеет вид, изображепный на фиг. 97, а, и состоит из 
одной №-дуга, идущей от точки р до кривой С, и сле- 
дующей за ней дуги кривой С, идущей от точки пере- 
сечения с этой №-дугой до начала координат. Тогда, если 
переключение произведено слишком рано, то па части 
трасктории, предшествующей встрече се с кривой С, обра- 
зуется одна угловая точка типа МР. Но, чтобы эта траек- 
тория достигла кривой С, необходимо выполнить еще 
одно переключение и образовать угловую точку типа РМ. 
Если это переключепие выполнено в точке р’, где ско- 


16* 
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рость и еще сохраняет отрицательное значение, то появ- 
ляется угловая точка типа РА под осью у, что приво- 
дит к нарушению правила построения канонической траек- 
тории. Продолжительность перемещения системы вдоль 
измененной таким образом траектории заведомо превышает 
продолжительность перемещения ее вдоль канонической 
траектории. Если же угловая точка типа РМ совпадает 


Фиг. 97 


ср’, где скорость и положительна, то промежуток вре- 
мени, необходимый для достижения положения равновс- 
сия, будет еще больше, так как в этом случае изменен- 
ная траектория содержит замкнутый контур. Таким обра- 
зом, преждевременное переключение является невыгод- 
ным. Построение, соответствующее запаздывающему пере- 
ҡлюченшо, приведено на фиг. 97,6. Так как траектории 
Р'0 и р’р’”’ эквивалентны 1) и, таким образом, требуют 
одного и того же времени, то нетрудно заключить, что 
запаздызающее переключение также приводит к ухудше- 
нию ‘процесса в системе. На фиг. 97,е приведена еще 
одна возможность, характеризующаяся тем, что первая 
часть лраекторки представляет собой Р-дугу вместо 
М№-дуги. Но из построения, выполнениого на этой 


2) Точка р” имеет ту же ординоту, что и р’, а точка р”’ ту же 
ординату, что и 0. Таким образом, отрезок р’’р””' равеп отрезку 
р'0 и может быть получен перемещением отрезка р’О влепо, Следо- 
зательно, и времена перемещения по этим отрезкам одинаковы: — 
Прим. ред. 
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фигуре, следует, что и это видоизменение траектории 
системы приводит к ухудшению процесса в системе по 
сравнению с процессом, соответствующим оптимальной 
траектории. Эти соображения указывают на правильность 
выбора капонической траекторив в качестве оптимальной 
кривой переключения. 


10.8. Оптимальная кривая переключения в линейных 
системах второго порядка. Бушау построил оптимальную 
кривую переключения для линейных систем второго по- 


рядка при &(и, 0) =2`у--у и любых вещественных зна- 
чениях 6. Мы ограничимся лишь изложением єго резуль- 
тата, не приводя доказательства; однако в свете нашего 
рассуждения, относящегося к простому случаю, разобран- 
ному в предыдущем пункте, легко представить себе об- 
щий характер этого результата. Р- и М-совокуппости для 


данного вида функции 8 (и, у) сводятся просто к семей- 
ству кривых, изображенных на фиг. 82 — 86, на которых 
начало координат следует сместить в точки (-- 1, 0) и 
(— 1, 0) соответственно. 

К нашему простому примеру ближе всего подходит 
система, в которой & > 1. В этом случае кривая С пере- 
ключения состоит из Р-дуги, идущей от бесконечпо уда- 
ленной точки до начала координат фазовой плоскости, и 
М-дуги, также идущей от бесконечно удаленной точки до 
начала. Как и раньше, пад кривой С функция ф пере- 
ключения принимает значение — 1, а под этой кривой — 
значение 1. Оптимальная траектория, идущая от неко- 
торой тойки, находящейся на кривой С, до начала коор- 
динат, имеет, таким образом, вид, изображенный на фиг. 98. 

Так же, как и в нашем простом примере, при 4<—1 
система может достичь начала координат только из точек, 
находящихся внутри определенной ограниченной области 
на фазовой плоскости, поскольку в отсутствии возмущаю- 
щей функции система оказывается неустойчивой. Бушау 
указал, что граница этой области образована последователь- 
ным соединением Р-дуги от точки (--1,0) до точки (—1,0) 
и М-дуги от точки (—1,0) до точки (--1,0) (фиг. 99). Задача 
об оптимальном законе переключения имеет смысл только 
в тех случаях, когда начальные точки лежат в этой области. 
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Оптимальная кривая С переключения состоит из Р-дуги 
и М-дуги, причем движение сисгемы на каждой из этих дуг 
происходит в направлении к началу координат. Над кривой 
С функция 2 переключения равна —1, лод этой кривой она 
равна +-1. Образец оптимальной траектории, пачинающейся 
в точке р, лежащей пад кривой, приведен на фиг. 99. 
При: 0 Р- и №-совокупности сводятся к семействам 
окружностей с пептрами в точках (4-1,0) и (—1,0) соот- 
ветственио, Оптимальная кривая С переключения (фиг. 
100) состоит из последовательности полуокружиостей 


Фиг. 98 Фиг. 99 


единичного радиуса, начинающейся в начале координат, 
причем эти полуокружности расположены вдоль оси у 
в обоих направлениях. Для положительных значений 
эти полұокружности расположены под осью у, а для отри- 
цательных значелий—над осью у. Чад кривой С переклю- 
чения’ функция т переключекия равна —1, а под ней ф 
равна +. Таким образом, оптимальная траектория системы, 
начинающаяся в точке р на фиг. 100, следует вдоль М№-дуги, 
представляющей собой дугу окружности с центром в точке 
{4,0). Когда эта траектория пересекается с кривой С в точке 
а, то она следует далее вдоль /-дуги, также являющейся ду- 
гой окружности, но с центром уже в точке (--1,0). После 
этого траектория системы вновь пересекает кривую С, 
на этот раз в точке Б. Далее траектория вновь идет по 
очередной №-дуге вплоть до следующего пересечения с кри- 
вой С переключения и т. д. Последнее пересечение траек- 
тории с кривой С имест место в точке 4, и, вачиная с этой 
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точки, траектория следует к началу координат вдоль 
кривой С. В рассматриваемом случае мы встречаемся со 
значительно более сложпым законом переключения, чем 
при 5 > 1. 

Еще более сложным являстся случай движения изобра- 
жающей точки системы по сходящимся спиралям, отве- 
чающий перавенству 0-.5< 1. Как показал Бушау, в этом 
случае оптимальную кривую переключения следуст строить 
следующим образом: проведем сперва из начала координат 


Фиг. 100 


Р-спираль в направлении, противоположном отсчету вре- 
мени. Первой дугой кривой С будет начальная дуга этой 
Р-спирали от начала до точки первого пересечения спирали 
с осью у. Затем построим отражения всех дуг, расположен- 
ных над осью у, отпосительно правой точки их пересечения 
с осью у. Все получившиеся в результате отражения дуги, 
расположенные под осью у, объединим в одну непрерывную 
кривую, передвигая дуги параллельно оси у до тех пор, 
пока они попарно не соединятся копцами; эта непрерывная 
кривая исходит из начала координат и простирается вправо, 
Она и представляет собой половину оптимальной кривой 
переключения, соответствующую положительным значе- 
ниям у. 
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Другая половина этой кривой, соответствующая отрица- 
тельным значениям у, получается затем в результате отраже- 
ния относительно начала координат, Опять над кривой С 
переключения (фиг. 101) функция ф переключения равна 
—1, а под кривой $ равна --!. Общая картина в сильной 
етепени похожа па картину, соответствующую случаю 
{==0 и изображенную на фиг. 100; единственное различие 
состоит в замене дуг окружпостей дугами спирали. 

Остается разобрать последний случай, определяемый 
движением изображающей точки системы по расходящимся 


спиралям и отвечающий неравенству —1 << 0. Метод пост- 
роения оптимальной кривой переключения остается вточно- 
сти таким же, как и в предыдущем случае, с той разницей, что 
теперь размеры последовательных дуг спиралей будут убы: 
вать, а не возрастать, Таким образом, длина кривой лере- 
ключения является в этом случае конечной величиной, 
и эта кривая простирается вдоль оси от точки (—а,0) до 
точки (4-0,0) (фиг. 102)1), 

Но так и должно быть: действительно, в данном случае 
еистема обладает отрицательным демпфированием, и, как 
и в случае, соответствующем построению на фиг. 99, 


1) С математической точки зрения это утверждение следует обо- 
еновать, так как из убывания общего члена ряда, состоящего из поло- 
жительных членов, еще не следует сходимость этого ряда. Здесь это 
утверждение основывается лишь на физической аналогии, — Прим, 
перев. 
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фазовая траектория системы можег достичь начала координат 
лишь при том условни, если ее начальная точка заключена 
внутри некоторой области около начала. В действительности 
граница этой области состоит из Р.дуги на участке от точки 
(4,0) до точки (—а,0) и Л-дуги на участке от точки (—0,0) 


{ӯ 


Фиг, 102 


до точки (4:0). Оптимальная функция ф переключения 
равна —1 в точках фазовой плоскости, расположенных 
над кривой С, и равна +1 в точках, расположенных под 
этой кривой. 

Замкнутые кривые, ограничивающие на фиг. 96 и `99 
области возможното оптимального закона переключения, 
представляют собой, очевидно, предельные циклы, причем 


переключения происходят в точках у=0. Каждый из этих 
предельных циклов характеризует периодическое движение 
рассматриваемой релейной следящей системы. Одпако 
в такой же мере очевиден и неустойчивый характер перио- 
дических движений: при малейшем возмущении фазовые 
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траектории этих систем будут или спиралеобразпо нама- 
тываться на начало координат или расходиться. Поэтому 
в реальных системах эти периодические колебания пе могут 
иметь места“). 

Во всех рассмотреппых случаях отчетливо выступает 
следующее свойство найденного нами решепия задачи 
об оптимальном закопе переключения реле: оптимальная 
функция $ переключения принимает зпачспие —1 в первом 
квадранте фазовой плоскости и значение --1 в третьем 
квадранте. Переписав систему урависпий (10.19) в виде 
одного уравнения второго порядка 


Фу БРА 
ЭГ 


мы сможем очепь легко уяснить себе сущность этого 
свойства решения нашей задачи. Назначение релейного 
устройства в системе состоит в том, чтобы возвращать 
систему к состоянию равновесия у=0, и при этом 
в возможно более короткое время. Когда обе фупкции 
у и ауа положительны, этой цели можно достичь, 
придавая второй производной и [характеризу- 
ющей кривизну кривой у {1)] отрицазельные значения, 
как можно большие ло абсолютной величине, т. е, 
функция ф должпа принимать значение—1. Когда обе 
цш уи Чу отрицательны, вторая производная 

саг должна быть положительной и как можно большой, 
т. функция ф должна принимать значение +1. Это 
ОЕ рассуждение совпадает с пашими выводами 
о строении оптимальной функции переключения. Когда же 


функции у и у имеют различные знаки, то найти опти- 
мальное значение функции ф уже не так просто, так как 
в этом случае быстрота убывапия координаты з в функции 
времени {зависит от сложного взаимного влияния функций у 


и у. Поэтому вклад Бушау в теорию релейных систем состоит 
в установлении оптимальных зпачений ф именно в таких 


областях изменения у и у, т. е. во втором и четвертом 
квадрантах фазовой плоскости. Но из этих соображений 


1) Такие предельные циклы называются неустойчивыми.-- Прим. 
ред. 


10.9. Системы с несколькими законами управления __ 951 


становится очевидным, что оптимальная кривая С переклю- 
чения должпа лежать во втором и четвертом квадраптах. 

В системах более высокого порядка и системах более 
чем с одной степенью свободы изображение состояния систе- 
мы па фазовой плоскости становится невозможным. В этих 
условиях приходится переходить к фазовому пространству 
миогих измерений. Ло апалогии с задачей, рассмотренной 
выше, можно ожидать, что решение задачи об оптимальном 
закопе переключения приведется к разысканию оптималь- 
ных поверхностей переключения в фазовом пространстве. 
Однако эта задача еще пе решена"); известна лишь единствен- 
ная попытка в этом направлении, принадлежащая Кангу 
и Фетту?). 


10.9. Системы с несколькими законами управления, 
Что будет происходиль с системой, когда она в резуль- 
тате целенаправленных переключений релейного звепа 
приблизится к состоянию равновесия, характеризуемому 
началом координат на фазовой плоскости? 

Ясно, что если выпуждающая сила будет продолжать 
действовать па систему стой же интенсивностью, с которой 
она на нее действовала в моменты, непосредственно пред- 
шествовавшие приходу в начало координат, то система будет 
снова удаляться от желаемого состояния равновесия. Но, 
как только она начнет удаляться от пачала координат, 
переключающее (релейпое) усгройство, которым снабжена 
система, будет действовать так, чтобы принуждать систему 
возвращаться обратно к пачалу координат. В результате 
система буде быстро ириближаться к началу координат 
из любого возмущенпого состояния, после чего в ней уста- 
новятея высокочастотные колебания («рысканье») около 
этого равновеспого состояния. 

Если в системе допустимы малые отклонения от состоя- 
ния покоя (пачала координат), то от вибрационных движе 
ний около начала можно избавиться путем отключения 
выпуждающей функции каждый раз, когда система нахо- 


1) Эта задана решена для широкого класса систем в п-мерном 
пространстве. См, [49, 50], а также [16].-Прим. ред. 

2) Капр С. [., Беії ©. Н., Јошт. АррЁ. Рћуѕ, 24, 38—41 
(1953). 
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дится вблизи состояния равновесия, т. е. когда у и и пре- 
небрежимо малы. Таким образом, в системе действуют два 
закона управления: при больших отклонениях системы ею 
управляет закоп переключения через посредство выходного 
воздействия релейного звена; при малых отклонепиях 
такое воздействие отключено. К необходимости подобных 
воздействий с различными законами управлепия в следя- 
щих системах мы вновь вернемся в последующих главах. 

Поскольку оптимальная кривая переключения нели- 
нейна, оптимальный закон переключения нельзя физи- 


Объект ревулировиния |300) Выход 


и испольительный привод 


чистили 
устройство 
атклюгёния 


СЛ ТРЛЬНОЕ 
„устройство 
Реле [переключения реле 


Фиг, 103 


чески осуществить посредством простой линейной цепи, 
В самом деле, значение выходной величины у (#), измерен- 
ное с помощью соответствующего звена, необходимо «пере- 
работать» в нелинейном звене, т. е. в вычислительном 
устройстве, выполненном таким образом, чтобы оно выра 
батывадо` сигнал переключения, поступающий на вход 
релейного звена, в соответствин с оптимальной кривой 
переключения. Далее, в системе должно иметься другое 
вычислительное устройство, предназначенное вырабаты- 
вать сигнал, от которого производится отключение выхода 


релейного звена от системы, как только величины у и у 
становятся достаточно малыми. В результате блок-схема 
такой релейной следящей системы имеет вид, показанный 
на фиг. 103%). 


1) О нелинейных обратных связях см. также статью [55] и сбор- 
ник [44], стр. 296-319. Прим. перев. 
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В более сложных системах, которые мы рассмотрим 
в дальнейших главах, включение в систему вычислитель- 
ных устройств в общем случае представляется необходимым. 
Однако по идее это устройство не вносит ничего нового; 
в самом деле, ведь корректирующий контур, применяемый 
в обычных следящих системах с целью видоизменения 
передаточной функции, также представляет собой вы- 
числительное устройство. 

Но в этих более простых системах вычислительные опе- 
рации можно выполнять с помощью линейной цепи, напри- 
мер КС-цепи. К более подробному исследованию вычисли- 
тельных устройств мы вернемся в гл. ХИ. 


Глава ХІ 


НЕЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ 


Система называется целинейной, если ее выход ие 
представляет собой линейной функции от ее входа. Простым 
примером нелинейной системы служит релейная следящая 
система. В’гл. МІ мы описали общий метод физической 
линеаризации любой нелинейной системы автоматического 
управления или слежения, любую ипелинейную систему 
можо заставить действовать, как линейную, если превра- 
тить се в систему колебательного управления, В предыду- 
шей главе мы изложили метод исследования следящих 
систем, содержащих нелинейное звено, отработка которого 
не чувствительна к частоте входа. Эти методы расчета 
нелинейных следящих систем применимы к весьма разпо- 
образным пелипейным задачам, возникающим в техни- 
ческой практике, и достаточно мощны для решения задач 
синтеза обычных систем. 

с другой сторопы, как отмечено в последних разделах 
гл, Х, задача об оптимальном использовании пелиней- 
ной характеристики системы для повышения ее качества 
является в общем случае гораздо болес трудной по сравне- 
нию с задачей обеспечения устойчивости. По существу, 
в этом направлении пока что заложено лишь скромное 
начало. Поэтому в настоящее время пе представляется 
возможным дать удовлетворительное исследование в об- 
ласти нелинейпых сл дящих систем общего типа. Более того, 
и саму задачу следовало бы, вероятно, сформулировать 
более прямым образом и в ином плапе. Именио. вместо 
исследования свойств некоторой дапной системы следовало 
бы задать наперед требуемые свойства системы и затем ра- 
зыскать необходимую для этого пелинейную характеристику. 

Такое направление мы рассмотрим в гл. ХГУ, Цель же 
настоящей главы весьма ограничена: мы укажем только на 


11.1. Релейные следящие системы с нелинейной обрат. сеязью _ 285 


некоторые возможности пеленаправленного использования 
характеристик пелипейтюй системы. 


11.1. Релейные следящие системы с нелинейной сбрат- 
ной связью. Ограничиваясь рассмотрением случая малых 
отклонений сислемы от состояпия равповесия, можно 
сильно упростить результаты Бушау об оптимальной кри- 
вой переключения в релейпой следящей системе, изло- 
женные в п. 10.8. Обращаясь к материалу этого пункта, 
мы видим, что вблизи начала координат кривая С пере- 
ключепия приближепно описывается уравпецием 


09 0797) 


Это озпачает, что е помощью пелипейпого закона переклю- 
чения, определяемого соотношением (11.1), можно улуч- 
шить качество системы по сравнению с системой, в кото- 
рой примепяется линейный закоп переключения (п. 10.6). 
Обозначив через х вход системы, а через у— ее выход, 
перепишем соотношения (11.1) в виде 


а] =х—9 (1.2) 
или 


зап (х ИИ и аў, (11.3) 
где а — постоянная 1). 


Блок-схема релейной следящей системы, работающей 
по закону переключения (11.2), предславлена на фиг. 104. 


Обратная связь, действующая по закону и|0 , была пред- 
лджена Аттли и Хэммондом *) в целях улучшения каче- 
ства простой релейной следящей системы 3}. Вычислитель- 
ноё устройство здесь необходимо только для выработки 


сигпала а?у у| и поэтому может быть относительно про- 


1) Здесь #— у есль погрешность системы, а ў —се производ- 
пая (с точностью ло знака), если считать х = сопзі. — Прим. ред. 

*) Аттли А.М. и Хэхмонд П. Х., стпья в сборнике 
«Автоматическое регулирование», М., 1954, стр. 256. 

3) Значительно ранее такая обратная связь была предложена 
Д. И. Марьяповским и Д. В. Свечарником. См. по этому поводу 
[46].— Прим. ред. 
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етым. Равносильный закон переключения, определяемый 
соотношением (11.3), также можно осуществить с помощью 
обратной связи по ў и по ѕієп(х- и) И |х 0. Так как 
разность х — у равна рассогласованию в системе, систему 


Объект 
регулирования 
сгисполнительньн 


3 


|Вычислиттельное 
устройство 
ашаа 


Фиг. 104 


можно пазвать системой с управлением по квадратному 
корню из модуля рассогласовапия (система ЅЕКМЕ). 
Блок-схема системы изображена на фиг. 105. И в эгом 
случае вычислительное устройство является сравнительно 
простым. Эту систему предложил Д. С. Вест 1). 

ЗЕЯМЕ 
гутта А 


тельнде 
устройство 


Реле 


ний привод 


Дирреренцирующе, 
‘устройство 


Фиг. 105 


`Хотя эти нелинейные связи в релейных следящих си- 
стемах сравнительно просты, они пе поддаются строгому 
аналитическому исследованию. В самом деле, наши до- 
воды в их пользу являются только допустимыми, но не 
исчерпывающими. Окончательную же доработку всякой 
конкретной системы, в которой применяются эти прин- 
ципы, следует производить эксперимеитальным путем. 


1) Сборник «Автоматическое регулирование», М., 1954, стр. 315.-— 
Прим. перев. 
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11.2. Системы с малой нелинейностью. Если система, 
обладающая п степенями свободы, являстея нелинейной, 
то вмесго линейного дифферепцвальпого уравиения типа 
{2.3) мы будем иметь уравиение 


1" у, 
атин с быль 
+100 97 =х0), (1.4) 
где а. 80 И п -- постоянные, х(#) - вход, у (#) — вы- 


ход, а ѓ – нелипейпая функция своих переменных. Сумма 
первых п |:1 членов п левой частя уравнения (11.4) пред- 
ставляет собой левую часть дифференииальтого уравне- 
ния (2.3). Все пелинейпые зависимосги системы выража- 
ются через посредство последнего слагасмого в левой 
части уравнепия (11.4). Говоря о малой пелипейности, мы 
имеем в виду, что постояпная в мала по сравнению 
с коэффициентами а» ..., а, 1). 

В случае системы © малой нелипейпостью мы можем 
попытаться построить решение в виде формального раз- 
ложепия в ряд по стспеням в: 


00) = 0% - н (0) 0202 (0)... (11.5) 


Подезавив разложение (11.5) в (11.4) в приравияв 
коэффициенты при одинаковых стененях п, получим 


тие малую, 
ват ТА дея а 


аут, ахлу 
Чар Чал ц 


а 


азуу ТЕ 


отс) 


и другие уравнения для коэффициентов при высших чле- 
нах разложепия. Приближение нулевого порядка опреде- 


1) Послояиную 5 пелъзя сравнивать со всеми коэффоциелтамя 
ац... п, однозремето, так хлк размерности этих козффециептов 
не могут совмадать, какова бы ни была размергость перомсппой у 
Такое сравнение можно провести лишь при переходе к безразмер" 
пому времени 11", гле *— постоянпая, вмсющая размерность 
времени, например 1° = 1 сск. — Ирим, перев. 
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ляется, таким образом, линейным уравнением (2.3). Но 
для нас более важно то обстоятельство, что первая по- 
правка, обусловленная нелипейностью, определяется диф- 
ференциальшым уравнелием (11.7), характеристическое 
уравнение для которого совпадает с характеристическим 
уравнением для дифференциалыюго уравнения нулевого 
приближения. Другими словами, если из линейного при- 
ближепия обнаруживается, что система демпфирована и 
обладает другими желаемыми качествами следящей си- 
стемы, то и поправка 4 (#) первого порядка будет также 
обладать этими свойствами. Больше того, поскольку ма- 
лый параметр к умножается на у (#) во втором слагае- 
мом правой части равепства (11.5), то и поправки на 
нелинейность малы. Следовательно, влияние малой не- 
линейности на систему, обладающую удовлетворительным 
«качеством», не приведет к существенному измепению 
процессов в системе по сравпению с процессами в липеа- 
ризованной системе. Поэтому, коль скоро задача рас- 
сматривается в плапе техвического приближения, мы 
можем обращаться с такими системами, как є линейными. 
В этом и заключается причина столь широкого и усцещ- 
ного раслрострапения линейной теории следящих систем, 
несмотря на присутствие малых целинейностей даже во 
всех «линейных» системах 1). 

С другой стороны, если линейная система очень слабо 
демпфирована, то, как мы зпаем, в системе может воз- 
пикнуть резонанс. Иными словами, даже если порядок 
величины входа х (ѓу равен единице, то выход 1% (7) си- 
стемы линейного приближения, описываемой уравпением 
{11.6), может иметь порядок гораздо более высокий, чем 
едилица. При этих обсгоятельствах величина 


(Г. ЕТС 
Е (и, 5 д) ' 


характеризующая влияние нелилейностей, может быть 
того же порядка, как и некоторые из линейцых членов 
даже при малом з. Иначе говоря, здесь наше фор- 


1) Однако встречаются случаи, когда даже малые нелипейности 
создают дополнизельные существениме эффекты в системах (люфт, 
систорезис, ино! да зони псчупствительности ит. д.). — Прим. ред. 
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мальное разложение искомого решения в ряд, введенпое 
на стр. 257, не является более справедливым, и следует 
ожидать сильпых эффектов даже от малой нелинейности, 
если система обладает очень слабым демпфированием. 

В последующих разделах мы дадим краткое описание 
поистине калейдоскопического поведения!) пелинейных 
систем. Подробное изучение этих явлений нелинейной ме- 
ханики можно пайти в прекрасных кпигах Минорского”) 
и Стокера 3). 


11.3. Явление скачка. Как уже отмечалось в п. 10.2, 
самовозбуждающиеся колебапия системы называются «мяг- 
хими», если они начинаются автоматически уже при очепь 
малых от! нениях системы от состояния равновесия; если 
же эти колебапия возникают лишь ири больших отклоне- 
пиях от состояния равновесия, онк называются «жесткими». 

В некоторых случаях коэффициепты дифференциально- 
то уравнепия могут зависеть от иекоторого параметра ^ 
системы. Если при некотором определенном значении 
=, которое мы назовем критическим, состояние равпо- 
весия, до тех пор устойчивое, становится неустойчивым, 
то при этом появляется предельный цикл, т. е. возни- 
кают автоколебания. Это явление графически изображено 
на фиг. 106, и для случая мягкого самовозбуждепия и 
на фиг. 106,65 для случая жесткого самовозбуждения. 
В первом случае, при возрастании параметра \, в системе не 
будет происходить никаких изменепий до тех пор, пока А 
не достигиет величины },, при которой характер состояния 
равновесия меняется от устойчивого к пеустойчивому 
с одновременным появлением устойчивого предельного 
пикла, причем амплитуда соответствующих автоколебаний 
с увеличением А растет. При убывании \ явлепие проте- 
кает в тойности в обратпом направлении, и при =}, пре- 
дельный цикл исчезает. В системах с жестким самовоз- 
буждением имест место иная картипа (фиг. 106, 6). Авто- 
колебания возникают впезапно при ^ = \,. имея конечную 


1) В смысле крайпего разнообразия спойств. — Ирим. ред. 
3) М погзКу М., Итофисйоп іо попИлеаг тесбапісѕ, Апп 
Атћог, Місћ., 1947. 
зу Стокер Дж., Полинсйные колебания в мехапических н элеке 
трических системах, М., 1959, 
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амплитуду; с дальнейшим ростом \ амплитуда этих ко- 
лебаний увеличивается. Если затем начать уменьшать па- 
раметр ^, то при возвращепии его к значению }. = ?, авто- 
колебания и, следовательно, предельный цикл не исче- 
зают при этом значении А; они исчезают позже, при даль- 
нейшем перемещении вдоль кривой, в точке, в которой 


Анллитуда диплетуда 


178 


= 5, 
а 
Мягкое самовоздуждение Жесткое сатовозбундение 


Фиг. 106 
амплитуда вновь мгновенно меняется скачком от копсе- 


ного значения до нуля. Это явление скачка связано с ги 
стерезисом в поведенин системы, 


11.4, Деление частот, Если к пелипейцой системе при- 
ложено периодическое входное воздействне, состоящее 
из двух колебаний с частотами Фу и є, то выход сисге- 
мы будет содержать пе только эти частоты и их гармо- 
пики, шо также дополнительный спектр так называемых 
хомбицировалных толов тө г На» где тои п суть целые 
числа. Так, например, если па вход нелинейного провод- 
мика, подать наиряжение, изменяющееся по закону х 

= 2, (05% -- со з.б), и если в этом проводпике проте- 
кает ток, связанный с напряжепнем х зависимостью 
у= ахах? рау, 1о выход у() проводника будет со- 
держать колебания со следующими частотами: є, өз, 20, 
20, Зи, Зы, у Бе Фор 28. а, 26. — әу, шу 00, 
и ә; 20. Первые шесть частот определяют обычные 
гармоники, вторые шесть представляют собой комбиниро- 
ванные тоны, обуслов. зенлье пелинейностью проводника. 
Некоторые из пих выше исходных частот в, и ор, дру- 
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гие ниже. Эти более низкие частоты называются субгар- 
моникахш, а процесс, в результате которого они возпи- 
кают, называется делением частот. 

Очевидно, что если частоты шу и о, очень близки одна 
к другой, то разность о; — є, гораздо меньше любой из 
исходных частот. Если к тому же систему можно стаби- 
лизировать на э пизкой частоте, то можно получить 
субгармоиикӣ порядка 0,0] от входной частоты и даже 
еще меньшего. Ге более пизкие частоты можно полу- 
чить последовательным соединением пескольких таких си- 
стем таким образом, чтобы субгармонический выход одпой 
системы служил входом следующей системы, 


11.5. Явление захватывания. Пусть в нелипейной си- 
стеме произошло самовозбуждепие и установились арто- 
колебания с частотой в; тогда при подаче на вход си- 
стемы колебаний с частотой ю,, слегка отличной от ча- 
стоты ®, мы могли бы ожидать появления ва выходе 


9—0; 


Фиг. 107 


обоих колебаний с частотами є; и є, одновремспно и, 
кроме того, биепий с частотой ө, — ®, возникающих в 
результате нелинейных взаимовлияний в системе. В дей- 
ствительности, продесс будет протскать согласно графику, 
изображенному па фиг. 107. Колебапия с частотой в, — є, 
впезапно исчезают, как только частота о, достигает так 
называемой зоны синхронизации АВ. В этом интервале 
существуют только колебания с частотой ®», и процессы 
в системе протекают так, как если бы колебания с ис- 
ходпой частотой є, захватывались колебапиями с изме- 
няющейся частотой з. 
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Это явление захватывания частот впервые объяснил 
ван-дер Поль; затем его идси развили другие исследователи. 
Пусть рассматриваемая система принадлежит к системам 
второго порядка и описывается дифференциальным урав- 
нением 

а (2) озу = Ва пей, (1.8) 
где а, ү и В – положительные постоянные. При В = 0 си- 
стема обладает отрицательпым демпфировапием при коле- 
баниях с малыми ампл итудами и положительным демпфи- 
рованием при колебапиях с большими амплитудами. Та- 
ҡим образом, существует амплитуда, при которой в си- 
стеме могут установиться автоколсбания. Более того, 
если постоянные х и ү обе малы, в системе должпы воз- 
никнуть самовозбуждающиеся колебания с частотой, близ- 
кой к о,. Ван-дер Поль показал, что, коль скоро є, близ- 
ко к шу, решение уравнения (11.8) можно представить 
в форме 


000-6, 0) по 2-6, (0) созо, (11.9) 


где 6, (4) и 6,(() — медленно изменяющиеся функции 1, 
такие, например, что 1) 
ГА 
а «1900. 
Подставляя решение (11.9) в уравнение (11.8) и удер- 
живая лишь члены не выше первой степени, мы можем 
написать уравнепия, определяющие функции 6, иф,, в виде 


а, 
еб 00 00 в), 


А (11.10) 
а 6, Бы) 


Мы получили систему автономных уравнений первого 
порядка. Поэтому их можно решить по методу изоклин 
таким же образом, как решается и уравнение второго по- 
рядка с помощью построений на фазовой плоскости. Как 
показывает более подробное исследование, в некотором 
диапазоне значений «ө, вблизи ю;, система уравнений 
(11.10) имсет устойчивый узел на плоскости координат 


2) См. приложение в копце книги |1}. — Прим. перев. 
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$, 6». Таким образом, пезависимо от начальных значений 
переменных Б, и б, система стремится к определенным 
установившимея значениям этих переменных, соответст- 
вующим такому узлу. Следовательно, колебания с часто- 
той в, - в, и ие могут возникнуть. При величинах оз, 
выходящих за границы этого диапазона, па плоскости 
координат В, В, существует устойчивый предельный цикл, 
обусловливающий явление, изображенное па фиг. 107. 


11.6. Асинхронное возбуждение и подавление колеба- 
ний. В некоторых пелинейных системах существует воз- 
можность возбуждать или прекращать некоторые колеба- 
ния с частотой ® с помощью других колебаний совер- 
шеппо ипой частоты «у. 

В первом случае это явление называстся асинхронным 
возбуждением, во втором - асинхронным подавлением. 
Для уяснения существа данного явлерия вспомним, что 
одип только факт существования предельного цикла в фа- 
зовом пространстве рассматриваемой системы еще не озна- 
част безусловного наступления автоколебалий. Чтобы 
автоколебания фактически имели место, предельпый цикл 
должен быть устойчивым в төм смысле, что система бу- 
дет стремиться возвратиться к этому предельному циклу, 
даже если она подвергнется возмущению и переместится 
в фазовом пространстве в точку, удаленную от этого 
цикла. Неустойчивый же предельный цикл в реальной 
системе осуществить невозможно. В свете этих соображе- 
ний легко заметить, что при некоторых обстоятельствах 
возникновение колебаний нового вида может привести к со- 
зданию или разрушению условий устойчивости колебаний 
другого вида. 

В первом случае мы встречаемся с явлением асинхрон- 
ного возбуждения колебаний, во втором – с явлением 
асинхронного подавления колебапий. Слово «асинхрои- 
ный» употребляется лишь для того, чтобы подчеркиуть, 
что частоты ® и в, не связапы каким-либо определепным 
соотношением 1). 


1) Имесчеи в виду, чю эти частоты пс связаны соотношением 
с пеловисленными коэффициентами, пе зависящим от параметров 
системы (например, еу в общем случае не ссть кратное в; и т. д.}.— 
Прим. перев. 
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11.7. Параметрическое возбуждение и демпфирование. 
Уже с давних пор было известно, что если в колебатель- 
ной системе периодически изменять какой-либо параметр 
с некоторой частотой ө, то система начпет колебаться 
с частотой /2. Рэлей продемонстрировал это явление 
на примере камертона, к одной из пластин которого был 
прикреплен конец длинной проволоки. Если пластина 
камертопа колеблется с частотой є, то розпикают боко- 
вые колебапия проволоки с частотой ®;2. Подобная же 


т 


Фиг. 108 


картина имеет место в случае колебаний математического 
маятника, находящегося под действием синусондальной 
силы, приложенпой к верхнему концу стержня (фиг. 108). 
Обозначив через 8 малое угловое перемещение маятника 
от вертикали и предположив, без ограничения общности, 
что частота синусондальой силы равна единице, напишем 
дифференциальное уравнение движелия в виде") 


и {то Басоѕ 0) 2 = 0, 


где т — масса колеблющейся точки, 2 — ускорение силы 
тяжести, {— длипа маятника, а а – амплитуда периоди- 


2) Задача о движенни маятника при колебаниях точки подвеса 
рассмотрена в работе [83]. —- Прим. перев, 
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ческой силы. Это уравнепие можно представить в форме 


5, 
осо = 0. (11у 
Здесь х равпо 2/1, а 8 равно ајті. Уравнение (11.11) 
справедливо также для случая обращенного маятника, 
в котором масса паходится пад точкой подвеса, если 
считать & отрицательным. Поэтому дая обычпого маятни- 
ка величина а положительна, а для обращенного — отри- 
цательна. Уравнение (11.11) представляет собой линейное 
уравнение, но с периодически изменяющимся коэффициен- 
том, характеризующим силу, приложениую к точке под- 
веса маятника. Таким образом, эту систему можно рас- 
сматривать как систему с периодическим параметром. 
Уравнение (11.11) представляет собой хорошо извест- 
ное дифференднальное уравнение Матье?). Устойчивость 
решения зависит от значений постоянных а и 8. Действи- 
тельно, па плоскости параметров я и 3 можно выделить 
область устойчивости и область неустойчивости, как это 
показано на фиг. 109 (заштрихована область устойчиво- 
сти). Таким образом, в случае обычного маятника {>> 0) 
система устойчива в отсутствии периодической силы (при 
2=0), что, конечно, хорошо известпо. Одпако интересно 
отметить, что при надлежащем выборе В систему можно 
превратить в псустойчивую. Тогда маятпик будет раска- 
чиваться с возрастающей амплитудой до тех пор, пока 
влияние нелипейных явлений пе приведет к установлению 
постоянной амплитуды некоторой довольпо значительной 
величипы..В этом н заключается явление параметрическо- 
го возбуждения. При отрицательных значениях а, т. е. 
в случас обращенпого маятпика без наличия периодиче- 
ской силы, приложенной к точке опоры (8 = 0), система, 
разуместся, неустойчива. Но при зпачениях 3, принадле- 
жащих к пекоторому узкому диапазону, систему можно 
стабилизировать. Это явление называется лараметриче- 
ским демпфированием. 
Парамстрическое возбуждение или параметрическое 
демпфировапне могут иметь место в любой системе с пе- 
риодически изменяющимися параметрами. Это явление, 


1) См. [64}.-— рим, перев. 
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а также любое из рассмотренных выше нелинейных явле- 
ний можно использовать в целях достижепия желаемого 
качества системы автоматического регулирования. Многие 
из этих явлений уже широко применяются в большом 
количестве различных звеньев, из которых состоят систе- 
мы автоматического регулирования. Однако эти нелиней- 
ные звенья преимущественно играют роль вспомогатель- 
ных приспособлений, и их применяют скорее на основа- 
нии опыта и данных эксперимента, чем па осповании тео- 
ретического исследования. Вопрос о построении нелипей- 
ной характеристики всей системы автоматического регу- 
лирования в совокупности все еще остается неисследован- 
ным, Материал, изложенный нами в предыдущих разде- 
лах, служит лишь указанием на большие возможности 
в этой области"). 


1) О синтезе нелинейных оштимальных систем см. [78].— 
Прим. ред. 


Глава ХИ 


ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ С ПЕРЕМЕННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


Единственной системой с персменными коэффициентами, 
которую мы подробно рассматривали до сих пор, был маят- 
цик, находящийся под действием периодической силы, при- 
ложенной в точке подвеса; его колебаниями мы занимались 
в связи с явлепием параметрического возбуждения и демп- 
фирования. Во всех же других случаях дифференциальные 
уравнения, описывавшие рассмотрепные нами системы, не 
содержали коэффициептов, явно зависящих от времени. 
Однако мы показали в гл. |, что поведение линейных систем, 
описываемых уравнениями с переменными коэффициентами, 
может коренным образом отличаться от поведения 
систем, описываемых уравнениями с постоянными коэф- 
фициентами. В пастояшей главе мы вновь обратимся к этому 
вопросу и довольно подробно рассмотрим типичную, по 
простую систему: баллистическую ракету ближнего дейст- 
вия. Мы покажем на этом примере, что задачу об устойчи- 
вости системы с переменными коэффициептами, вообще го- 
воря, нельзя решать теми же методами, какими решают 
задачу об. устойчивости линейных систем с постоянными 
коэффициентами. Здесь мало отметить, что метод преобра- 
зования Лапласа и попятие передаточной функции беспо- 
лезны для’нашей задачи"); более того, мы сталкиваемся с не- 
обходимостью изменить существо самого подхода к реше- 
лию такой задачи. А 

Мы пачпем с изучения движения баллистической ракеты, 
стабилизируемой с помощью хвостового оперения, п период 
работы ее двигателя, создающего тягу. При этом мы обра- 


>) Олнико имеются попытки распространения преобразования 
Лапласа на линейные системы с переменными параметрами [65]. — 
Прим. перев, 
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тим особое внимание на угловые отклонения оси ракеты от 
требуемого угла стрельбы, возникающие под действием воз- 
мущений во время запуска ракеты, и на последующее демифи- 
рующее действие се оперения. Общую задачу динамики бал- 
листической ракеты подробно изучали многие исследова- 
тели в различных странах во время второй мировой войны. 
Итоги американских работ в этой области изложепы в кни- 
ге Россера, Ньютона и Гросса). Работа, проделанная в Анг- 
лии, изложена в книге Репкина?). Французские исследова- 
ния на ту же тему отражены в статье Каррьера?). Мы раз- 
берем здесь эту задачу в весьма упрощенной постановке, 
имея целью лишь оттепить существешю иптересные моменты 
в плане изучения линейных систем с переменными коэффици- 
ентами. 


12.1. Движение баллистической ракеты на активном 
участке траектории. В случае полета баллистической ракеты, 
снабженной стабилизирующим хвостовым оперением, вза- 
имодействие между составляющими движениями в верти- 
кальпой и горизонтальной плоскостях пренебрежимо мало, 
т. е. движение ракеты в горизонтальной плоскости приводит 
к появлению лишь препсбрежимо малых аэродинамических 
сил, действующих в вертикальной плоскости. Поэтому мы 
не упустим никаких характерных свойств ракеты, если 
ограничимся рассмотрением явлений, протекающих в вер- 
тикальной плоскости, и изучением движения ракеты только 
в этой плоскости. Поскольку мы разбираем полет ракеты 
ближнего действия, мы будем считать поверхность земли 
плоской. Пусть о обозпачает абсолютную величину ско- 
рости ракеты“), @—угол наклона ее вектора скорости к го- 

ризонту, Ф--угол наклона оси ракеты к горизонту 5) 
фиг. 110. При этом угол атаки а выражается с помо- 
щью соотношения 

з=ф 0. (12.1) 


1) Россер Дж., Ньютон Р. и росе Г,, Математиче- 
ская теория полета ветправляемых ракет, №. 

2) РенкинрР. А., Математическая о 
ляемых ракет, М., 1951. 

2) СаггіёгерР., Меп, агегіе Ѓгапс,, 25, 253—360 (1951). 

4) Здесь с—аэродинамическая скорость. —Лрим. перев. 

У) То есть угол тапгажа. Прим. перев. 


виженпя неуправ- 
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Пусть т — масса ракеты и 5 — постоянное ускорепие си- 
лы тяжести. Сила тяжести равна та и паправлева вер- 
тикально вниз. Введем далее обозначения азродинамиче- 
ских сил: Ё — подъемпая сила, 2 — лобовое сопротивление, 
где сила Ё паправлена перпендикулярно к направлению 
движения, а сила О параллельно направлению движепия. 
Момент аэродинамических сил обозначим через М. Аэро- 
динамические силы приложены к центру масс ракеты"). 


Фиг. 119 


Тяга $ двигателя ракеты, в данном случае постоянная, 
может действовать под пекоторым углом 8 к оси ракеты 
(3 — угол устаповки двигателя) и иметь плечо 8 относи- 
тельно се центра масе?) (фиг. 110), Тогда уравлепия дви- 
жения в проекциях на касательную и на нормаль к траек- 
тории имеют вид 

@ 


тед = $05 (а — В) - мет 0 --Л, {12.2) 


п 551 (0—0) - тв оз А. (12.3) 


1) Точка приложения аэродинамической силы 1,4 Э. в плоском 
потоке определяется теоремой С. А, Чаплыгипа [66, 67. Аэродина- 
мическую силу можно, конечно, считать приложенной к центру масс 
с соответствующим изменением момента М по правилу механики о 
леремене ценгра приведения системы син. К тому же центр масе пе- 
земещастся при горснин относительно раветы, и поэтому момент М 
Зудет зависеть также и от ё [68]. — Прим. перев. 

З) В общем случае во реми горения 8-5 (0). — Прим. перев. 
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Если ё есть радиус инерции ракеты относительно боко- 
вой оси 2), проходящей через центр масс ракеты, то урав- 
нение моментов имеет вид 


т 52 М. (12.4) 


В уравнении (12.4) мы пренебрегли так называемым демп- 
фирующим моментом реактивпой струи’), поскольку его 
величина мала по сравнению с величиной восстанавливаю- 
щего момента, создаваемого хвостовым оперением. 
Аэродинамические сила и момент зависят от угла а 
атаки. Но при неточной установке хвостового оперения 
относительно корпуса ракеты подъемная сила и аэроди- 
намический момент не обращаются в нули при угле ата- 
ки, равном нулю. Чтобы учесть это явление, введем так 
пазываемый угол ү нулевой подъемной силы, так что Ё 
и М равны нулю не при я=0, а при а= ү. Пусть р— 
плотность воздуха, 4— диаметр корпуса ракеты; тогда 
коэффициент Кг подъемной силы, коэффициент Кр лобо- 
вого сопротивления и коэффициент Км продольного аэро- 
динамического момента получат следующие выражения: 


(12.5) 
Р = Кро, (12.6) 
М = Куро? ѕіп (2 — 1). (12.7) 


При стрельбе баллистическими ракетами ближнего дейст- 
вия вершина траектории такой ракеты расположена на 
небольшой высоте над поверхностью земли; поэтому плот- 
ность р воздуха можно принять постоянной. Кроме того, 
наибольшая скорость ракеты достаточно мала для того, 
чтобы коэффициенты Ку, Кр и Км можно было считать 
постоянными, т. е. не зависящими от изменелия числа 
Маха вдоль траектории. Больще того, для ракет ближне- 
го действия масса горючего составляет лишь небольшую 
часть массы ракеты, и, следовательно, массу тт ракеты 


1) В общем случае #== 100) хак вследствие выгорания массы, 
так и вследствие перемещения центра масе в теле ракеты. — Йрия, 
перев, 

*) См. [69]. --Прим. перев. 
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можно без серьезной погрешности считать постоянной. 
Таким образом, траектория ракеты определяется урав- 
непиями (12.1) — (12.7) с учетом введенных упромающих 
предположений. 

Время торения в ракетах этого типа очень мало, по- 
рядка 1/5 сек. Отсюда следует, что ускорение 5/1 долж- 
но быть непременно очень большим. В реальных устрой- 
ствах тяга 5 настолько велика, что по сравнению с ней 
силы тяготения и лобового сопротивления пренебрежимо 
малы. К тому же угловое отклонение направления тяги 
от направления полета, т. е. угол з 8, никогда не 
бывает велико. Поэтому уравнение (12.2) в нулевом при- 
бляжении приводится к виду 


ас 5 
ат (12.8) 


Таким образом, пулевым приближением траектории служит 
прямая линия, наклонепная к горизонту под углом, рав- 
ным начальному углу 8, (фиг. 110). Движение вдоль этой 
прямой совершается с постоянным ускорением б/т. Сле- 
довательно, если через х2 обозначить путь, проходимый 
ракетой вдоль этой прямой, то закон движения опреде- 
лится уравнением 

25 
т 


(12.9) 


Если запуск ракеты происходит без начальной скорости, 
то 2 и представляет собой истинное расстояние от точки 
запуска. Если же ракета выпущена с некоторой началь- 
ной скоростью, то 2 представляет собой уже не расстоя- 
ние ракеты от точки запуска, а ее расстояние от некото- 
рой другой точки, расположенной впереди точки запуска. 
В силу равенства (12.9), будем иметь 


ава ой 
а та а 


(12. 10) 


Исходя из нулевого приближения решения, основанного 
на равенстве (12.10), мы можем подсчитать первое прибли- 


жение траектории ракеты. К этим вычислениям мы теперь 
и переходим. 
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12.2. Линеаризованные уравнения траектории. Так как 
во время горения отклонение истинной траектории от ее 
нулевого приближения никогда не бывает большим, мы 
можем в уравнениях (12.3) и (12.4) всюду заменить ско- 
рость о и ее производную по времени их приближениямн, 
определенными с помощью соотношений (12.9) и (12.10). 
Кроме того, в силу малости угла а — 0, зіп (з — В) можно 
заменить дугой а-- 6; подобным же образом вместо созй 
можно подставить соѕ0,. Мы пренебрежем также подъем- 
ной силой І, ибо она мала по сравнению с нормальной 
составляющей тягн и с весом ракеты. С учетом указанных 
упрошений уравиепия (12.3) и (12.4) примут вид 


22 9-14 0058, (12.11) 
и 
а р), (12.12) 


где е — постоянная, определясмая равенством 


52 А (19.13) 


Величину о, имеющую, очевидно, размерность длины, можно 
принять за характеристическую длину возмущенного движе- 
ния ракеты н рассматривать ее как длину волны возмущен- 
ной траектории. Следовательно, уравнения (12.1), (12.11) и 
{12.12} суть лине аризовапные уравнепия относительно трех 
нсизвестных о, б н $. Линеаризация проведена в предпо- 
ложеннии, что ае траектории от прямолицейной, 
соответствующей идеальному значелию 0, угла бросания, 
является м; т величино: 

Мы можем исключить 9 их из этих уравнений, чтобы 
получить едииствепиое урависпие относительпо я. Для 
этого разделим обе части уравнения (12.11) па 2 Узи 
продифференцируем уравпение, получениое в результате 
этого делепия, по переменной 2. Мы получим 


- 8 14 га П ят У 
Ба . „(а ВЕ соз 
үг ууа = = (= 8 57 С05 0) , 
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Разделим теперь обе части уравнения (12.12) на 2 У? 
и вычтем из результата только что полученное уравнение. 
Тогда, используя уравпелне (12.1), придем к уравнению 


(8-9 Ев -с05 0; у. 


Обращаясь к последнему уравнению, мы обнаружим, что 
это дифференциальное уравнение, с помощью которого 
определяется устойчивость баллистической ракеты, не при- 
надлежит к уравнениям с постоянными коэффициснтами 
В самом деле, это уравнение можно привести к обычной 
форме уравнения Бесселя путем введения безразмерного 
расстояния &, определяемого соотношением 


1-24, (19.14) 


БЕТ те 


где с — «длина волны», определенная посредством соотно- 
шения (12.13). Рассматриваемое уравнение получит тогда 
вид 


У е 
етк) СВ созд). (12.15) 


После того как угол а будет найден, 9 можно опре- 
делить путем интегрирования слелующего уравиепия, по- 
лученного с помощью уравнения (12.11): 


а 1 та а 
5 6 6 ов0,)). (12.16) 


а — 8 —- 


Независимая перемениая 2 или & представляет собой не 
время, а расстояние, Однако поскольку на основании 
равенства (12.9) переменные 2 и, следовательно, & пред- 
ставляют собой монотонные функции от #, мы можем за- 
менить независимую переменную ѓ независимой переменной &, 
не изменяя при этом устойчивости системы в том смы- 
сле, что ссли система устойчива по &, то она будет устой- 
чива и по #; это означает, что в обоих случаях отклонение 


18 цянь.Сюз-Сэнь 
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траектории от идеальной прямолинейной траектории будет 
убывать с ростом & или #. Поэтому задачу об исследова- 
нии устойчивости системы можно с полным правом решать, 
пользуясь уравнением, в котором независимой переменной 
служит велнчина +, возрастающая с течением времени от 
ее начального значения &. Начальное значение Ё равно 
нулю, если запуск производится без начальной скорости. 


12.3. Устойчивость баллистической ракеты. Для выяс- 
нения вопроса об устойчивости ракеты мы должны решить 
уравнения (12.15) и (12.16) при определенных начальных 
условиях и затем определить, стремится ли к нулю угол 
атаки а (или, точнее говоря, угловое отклонение 8-8, 
возмущенной траектории от невозмущенной) по мере воз- 
растания #. Уравнение (12.15) является уравнением Бес- 
селя порядка 1/2. Решение соответствующего однород- 
ного уравнения составляется, таким образом, из фупкций 
Бесселя порядков 1/2 и — 1/2. Эти функции можно, однако, 
выразить через элементарные функции. В самом деле, пе- 
репишем уравнение (12.15) в виде 


аа +0=0(0, (12.17) 
где 
= ИЕ (12.18) 
и 
О -ти ура (в+ Я 


Поэтому частные решения однородного уравнения для { сво- 
дятся просто к зіп ё и соѕ&. 

Начальные условия, т. е. условия в момент схода 
ракеты с направляющих устройств, выражаются равенст- 
вами 


0 =0. 1 

9=0, | 

а=а, } (12.20) 
в 

49 (99 | 

а хаа) 


12.3. Устойчивость баллистической ракеты 275 


Индекс 0 указывает на то, что значение соответству- 
ющей переменной берется в момент времени {=0. На 
основании начальных условий задачи подсчитаем началь- 
ные значения переменных & и (С 


ил дем (12.21) 
и 
се = Иа (12.22) 
С помощью уравнения (12.16) найдем, что при і=0 
р 40 ча 8— (1/5) 056, 
У д)" 7 зує 


Но 0= Фф —а и, следовательно, 


пау сау 
(яунукч- С), 

а 4-83 67/5) соз: 
НИЯ м зуе 


47 


или 
($40) те 6059: (12.23) 
0% зу 


С помощью преобразованных таким образом начальных 
условий мы можем выписать решение уравнения (12.17); 
выразив < через х по формуле {12.18}, получим 


сов), — \ эл (1— 0000) 4] 


«у 


п С) 


где О — вынуждающая функция, определенная соотноше- 
нием (12.19). Так как фупкция © (1) содержит половияные 
степени от ў, то иптегралы, входящие в решение (12.24), 
являются иптеграламн Френеля. После того как угол а 
определен, переменная @ находится с помощью квадрату- 

18* 


соз(п 6) 90) ат], (2,20) 


г 7 
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ры на основании уравнения (12.16): 


{12.25) 


В этом выражении для 9 мы можем провести дальнейшее 
разделение членов, выражающих возмущения различпой 
природы, имеющие место при разгоне ракеты на ваправ- 
ляющих. Для го перепишем выражение (12.2) в виде 
суммы членов, каждый из которых отражает определеп- 
ное возмущение. Таким образом, 


000 + Св ео) БЕ 
ево, & 5) 10,6 БЕ 6, А 
жао, Е (38) 6,6. 5. (12.20) 


Первое слагаемос в правой части равенства (12.26) харак- 
теризует влияние па полет пачального отклонения ъгла 
наклона траектории. Второе слагасмое отражаст влияние 
угла 8 и поля земного тяготекия. Третье слагаемое выра- 
жает воздействие момента тяги отпосительно центра масс. 
Четвертое слагаемое определяет составляющую отклоне- 
ния трасктории, обусловленную влияпием угла устаповки 
хвостового оперения. Влияние на полет начального угла 
атаки сказывается через посредство пятого слагаемого. 
Последнее слагаемое учитывает влияние пачальной угло- 
вой екорости ракеты. Каждая из фупкций 0;, С,, буи Се, 
зависящих от переменной $ и параметра &», представляет 
собой линейную форму от интегралов Френеля. Россер 
и сго сотрудники пазвали эти функции «функциями рас- 
чета ракеты» и дали в своей книге таблицы этих функци 
Фиг. 111 — 114, на которых приведепы графики функци 
С,, С„, б, и С, также заиметвовапы из этой книги. 
Рассматривая графики на фиг. 111—114, мы увидим, что 
при достаточио больших значениях & каждая из функций 
С, 0, Сб, и 0, приблизительно сохраняет постоянаос 


Гри 


АЭ] 


606) 
0 
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значение. Таким образом, возмущения в полете полностью 
не подавляются. Первое и два последних слагаемых в правой 


10 40=0 
| 20=0,01 
96 4.=0,05 


Фиг. 114 


части равенстел (12.26) характеризуют влияние начальных 
возмущений при сходе ракеты с направляющих. При боль- 
ших значениях Ё эти слагаемые принимают конечные пену- 
левые значения. Другие слагаемые в правой части равен- 
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ства (12.26) представляют собой «выход от входного воз- 
действия», или вынуждающие функции. Эти слагаемые также 
принимают некоторые конечные значения при больших +. 
Хуже ведет себя функция 0;: при больших значепиях она 
приближенно равна п 8 и, следовательно, возрастает неогра- 
ниченно при возрастании &. Поэтому, если мы будем оце- 
нивать полет ракеты с точки зрения установленного ранее 
критерия устойчивости системы, т. е. будем считать систему 
устойчивой, если начальные возмущения затухают, а выход 
Системы при «разумпых» ограничениях величины входной 
функции остается ограниченным, то полет баллистической 
ракеты является неустойчивым. С другой стороны, функции, 
определяющие общее решение однородного уравнения, соот- 
ветствующего основному уравнению (12.15), суть функции 
Бесселя, которые исчезают при болылих значениях пере- 
менной и таким образом как бы указывают па присущую 
системе устойчивость. Если мы попытаемся подойти к оценке 
систем с переменными коэффициентами сточки зрения опыта, 
приобретенного при исследовании систем, описываемых ли- 
нейными дифференциальными уравнениями с постоянными 
коэффициентами, то поведение системы с переменными коэф- 
фициентами окажется для нас явно непонятным. Но это 
обстоятельство лишь указывает на неприменимость к систе- 
мам с переменпыми коэффициентами понятий, относящихся к 
системам с постоянными коэффициентами. Здесь требуется 
новый подход к задаче об устойчивости и автоматическом 
регулировании. Этот вопрос мы рассмотрим в следующем 
пункте. 


12. 4. Устойчивость и автоматическое регулирование сис- 
тем с переменными коэффициентами, Как показывают наши 
предыдущие рассуждения, для случая линейной системы 
с постояппыми коэффициентами можно гарантировать удов- 
летворительюе качество системы в отношений ее устойчи- 
вости и других критериев регулирования, если общее реше- 
ние однородного уравнения (без вынуждающей функции или 
входа) достаточно быстро затухает. Поэтому, несмотря на то, 
что выпуждающая функция или вход могут меняться от 
задачи к задаче в значительной степени, критерий качества 
системы и, следовательно, ее расчет основываются на изу- 
чении решения однородного уравнения, т. е. на изучении 
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собственных колебаний системы. В этом заключается основ- 
ной принцип теории следящих систем. С этой точки зре- 
ния метод исследования систем с помощью передаточных 
функций, основанный на преобразовании Лапласа, пред- 
ставляет собой лишь технический прием. В принципе, на- 
пример, классический метод решения одпородных уравнений 
ровно настолько же хорош, насколько хорош и метод годо- 
графа корней Ивэнса. 

Исследование, проведенное выше в этой главе, со всей 
определенностью показывает, что в линейных системах 
с переменными коэффициентами затухание всех собственных 
колебаний в системе еще пе обеспечивает удовлетворитель- 
ного качества этой же системы при воздействии на пее вы- 
нуждающей силы. При некоторых входах {или вынуждаю- 
щих функциях) выход может даже стать неограниченным, 
несмотря на затухающий характер собственных колебаний 
системы. Таким образом, качество системы нельзя оценить 
без знания входной функции. В свете этого требования кон- 
кретного задания входной функции, а также трудности 
фактического нахождения решения неоднородного дифферен- 
циального уравнепия с переменными коэффициентами зада- 
ча о построении общей теории устойчивости и регулирова- 
ния в таких системах может показаться безнадежной. Одна- 
ко мы должны проводить различие между вычислитель- 
ными трудностями и реальными трудностями создания 
общей теории. Трудности вычислительного порядка можно 
преодолеть с помощью быстродействующих электрических 
вычислительных устройств !), и потому их не следует 
принимать за реальные трудности. Уяснив себе это об- 
стоятёльство, мы придем к выводу о том, что требование 
задания конкретной входной функции при исследовании 
систёмы сводится, по существу, к требованию того, 
чтобы было указано пазначепие системы; прежде чем 
приступить к разработке системы, мы должны знать, что 
мы хотим от системы и при каких обстоятельствах. Коль 
скоро принят имеипо этот путь, общая задача об устойчи- 
вости системы уже отпадает, так как если система рассчи- 
тана на выполнение определенного удовлетворяющего нас 


1) В настоящее время наибольшее распространение лолучили 
электронные вычислительные устройства. Прим. ред, 
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действия, то это свойство ее само по себе является доста- 
точным. Для линейных систем с переменными параметрами 
общую теорию регулирования можно построить именно па 
этой осиове, применяя классическую баллистическую тео- 
рию возмущений, что мы и рассмотрим в следующей главе, 
Обозревая весь предыдущий материал, мы можем сказать, 
что теория обычьых следящих систем является теорией, 
посвященной общим методам проектирования систем част- 
ного вида. Теория возмущений, которую мы изложим в сле- 
дующей главе, представляет собой теорию, посвященпую 
частным задачам проектирования систем более общего 
вида. 


Глава ХИТ 


РАСЧЕТ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
НА ОСНОВЕ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ 


Назначение баллистической теорий возмущений состоит 
в подсчете величин, определяющих поведение баллисти- 
ческого снаряда вблизи так называемой нормальной траек- 
тории!). Нормальной траекторий пазывается определенная 
траектория, отвечающая известным начальным условиям, 
заданному закону тяги, данному состоянию атмосферы и 
заданной программе измепения подъемной силы и лобового 
сопротивления. Если же истинные ‘условия полета несколько 
отличаются от этих заданных условий или же если летящий 
объект претерпел отклонение от его нормальной траектории 
из-за случайного порыва ветра, то траектория объекта будет 
отличалься от нормальной, Но ссли эти возмущающие вли- 
яния малы, то возмущенная траектория будет проходить 
вблизи от нормальной траектории и различие между возму- 
щенной и нормальной траекториями будет оставаться 
незпачительным. Именно эта близость возмущенной траекто- 
рии к теоретической, известпой траектории, служит основа- 
нием для линеаризации дифференциальных уравнепий дви- 
жения по возмущелпой траектории. Возмущенное движение 
описывается при этом линейной системой уравнепий с пере- 
менными ‘коэффициентами; эти коэффициенты изменяются во 
временӣ в силу того, что с течением времени меняются усло- 
вия полета объекта. 

Первоначальное назначение баллистической теории воз- 
мущений состояло в том, чтобы подсчитывать малые изме- 
нения траектории спаряда, вызываемые огклонепиями веса 
оболочки снаряда от его стапдартиого зпачения, измене- 
пиями атмосферных условий, действием ветра н т. д. Однако 
с появлепием современных больших и быстродействующих 
вычислительных машин паметилась тенденция вычислять 


1) Эта траскторня называстся также невозмущенной.--Лрим. 
перев. 
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все близкие возмущенные траектории порознь и благодаря 
этому отпала надобиость в баллистической тсории возму- 
щений. Но задача расчета регулирующих устройств для 
линейных систем с переменными коэффициентами как раз 
и являстся той задачей, к которой можно применить бал- 
листическую теорию возмущений, что мы проиллюстрируем 
в настоящей главе на примере задачи об управлении ракетой 
дальнего действия. Такая задача была рассмотрепа Дрени- 
ком"). Однако мы разберем здесь эту задачу в более полном 
объеме, включая вопрос об автоматическом управлении по- 
летом этой ракеты"). 


13.1. Уравнения движения ракеты. Чтобы не усложнять 
вычислений, предположим, что ракста движется в эквато- 
риальпой плоскости вращающейся Земли (фиг. 115). Плоское 


Трлентория 


Точка 
запуска 


Точка 
назначения 


Фиг. 115 


движение возможно благодаря отсутствию в экваториаль- 
ной плоскости кориолисовой силы. Полет ракеты рассмат- 


х 1) ДреникР., Вопросы ракетной техники, сборник перево- 
дов, М., 5, 1962. 

2) Тзіет М. 5., Айатѕоп Т. С., Қпић Е. 1.., Јошгп. Ат, Воскей 
Зос., 22, 192—199 (1952). 
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ривается в системе координат, связанной с вращающейся 
Землей, т. е. сама эта система вращается с угловой ско- 
ростью © вращения Земли. Положение летящей ракеты 
в экваториальной плоскости в любой момент времени і 
определяется полярным раднусом-вектором г и полярным 
углом 0, отсчитываемым от направления гв точке запуска 
ракеты. Пусть г, обозначает радиус Земли и д— постоянное 
значение ускорения силы тяжести на поверхности Земли 
без учета центробежной силы, обусловленной вращением 
Земли. Пусть, далее, В н © обозначают приходящиеся на 
единицу массы ракеты составляющие силы тяги и аэро- 
динамических снл, приложенных к ракете, в радиальном 
и трансверсальцом паправлениях соответственно. При этих 
условиях уравнения движения центра масс ракеты нмеют вид 


ГАС } 
Ра т, 


(13.1) 


г 


в+е@ 97-602), 


=9-—2/ (6 + 9). 


3 


Знак «плюс» внутри скобок в правых частях двух послед- 
них уравнений отвечает полсту в восточном направлении, 
а знак «минус» — в западном. 

Силы `В и Ө определяются тягой 5, подъемной силой 
1 и лобовым сопротивлением Р. Пусть № – вес ракеты 
в данный момент времени, соответствующий ускорению 
& силы-тяжести, а У — скорость ракеты относительно поз. 
духа (воздушная скорость). Для дальнейшего удобпо вве- 
сти параметры У, А и А, определяемые посредством со- 
отношений 


55 16 Рт 
У р Ау АЕ. 13. 
и ау, У (18.2) 
Мы будем предполагать, что скорость ш ветра направлена 
горизонтально и лежит в экваториальной плоскости, и будем 
считать ее положительной, если ветер встречный. Скорость 
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ш рассматривается как функция высоты г. Обозначим 
через и, радиальную скорость, а через ор — трансверсальную, 
т. е. 


5 (13.3) 
0005. 


С помощью последних соотношений скорость У ракеты 
относительно воздуха определяется равенством 


уз аја (08 4 шу. (18.4) 
Обозначив через В угол паклопа линни действия силы тяги 
к горизопту, выразим радиальную итрапсверсальную состав- 
ляющие в виде 
В.=-Увіп 4 (03 -0)А 0А, } 
Ө = 5 соь 3 0А — (0 ®)А. 


Обозначим через № результирующий момент всех при- 
ложенных сил относительно центра масс ракеты, отнесен- 
ный к ее моменту инерции, и напишем уравнение, опре- 
деляющее угловое ускорение: 


(13.5) 


3, 
шеи. (13.6) 

Для того чтобы иметь уравпения движения ракеты 
в околчательном виле, необходимо задать подъемную силу 
1, лобовое сопротивление № и результирующий момент т 
всех приложенных сил относительно ценгра масс в функ- 
цин времепи, Как принято в аэродипамике, выразим си- 
лы Ги ДР. через посредство коэффициента С; подъемной 
силы и коэффициента Ср лобового сопротивления в сле- 
дующей форме: 


(13.7) 


где р— плотность воздуха, зависящая от г, а А — харак- 
терная площадь, например площадь крыла ракеты. В рас- 
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сматриваемой задаче, поскольку движение ракеты ограни- 
чепо экваториальной плоскостью, положение ее на траск- 
тории, существенно важное для подсчета аэродинамических 
коэффициентов, определяется углом атаки, т. е. углом меж- 
ду линией действия силы тяги и вектором воздушной скоро- 
сти ракеты (фиг. 115). Управление же полетом ракеты осу- 
ществляется путем изменения угла т отклопения руля 
высоты. Таким образом, переменными, от которых зависят 
коэффициенты Сі н Ср, являются а и т. Кроме того, аэро- 
динамические коэффициенты зависят от числа Рейпольдса 
Бе и числа Маха М. Обозначив через а скорость звука 
в воздухе, являющуюся функцией г, определим число 
Маха отношением 


{13.8) 


Пусть {— характерный размер ракеты, а и — коэффициент 
вязкости воздуха, также являющийся функцией г. Число 
Рейнольдса определяется соотношением 


и 
Ае=00. (13.9) 


Следовательно, 
С, = С (а, ү, М, Ке), 
Ср=Ср(а, ү, М, Ве). 


Допустим, что линия действия силы тяги проходит 
через центр масс ракеты; таким образом, сила тяги не 
дает момента относительно центра масс. Поскольку сле- 
дуст ожидать, что угловое движение ракеты на активном 
участке-траектории будет медленпым, можно считать, что 
демпфирующий момент ракеты пренебрежимо мал. Един- 
ственный момент, приложецный к ракете, сводится при 
этих условиях к аэродинамическому моменту т. Этот 
аэродинамический момент можно выразить через посредство 
коэффициента См продольного момента 1): 


1 УРА, (13.11) 


(13.10) 


т 


1) Соотношения (13.7) и (13.11) отличаются от соотношений (12.5) 
(12.7) лишь формой групинровки множителей в их правых частях, 
а также тем, что в (12.5)--(12.7) не учитывается зависимость сил н мо- 
мента от Кеи М, ат: 0. Прим; перев. 
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Как и другие аэродинамические коэффициенты, коэффи- 
циент См продольного момента зависит от четырех пере- 
менных а, ү, М и Ке: 


См = См (а, т, М, Ве). (13.19) 


Обозначим через [ значение момента инерции ракеты от- 
носительпо ее боковой цептральной оси в момент времени 
#. Тогда величина №, входящая в равенство (13.6), опреде« 
лится отношением 
т 
м=р. (13.13) 
Пользуясь введепными выше обозпачениями, мы можем 
написать систему уравнений движения ракеты в виде 


ағ 40 99 
а 9 ат 


201 ®)+м=н. (13.14) 


гр 
Уравнения (13.14) представляют собой систему уравне- 
ний первого порядка отпосительпо шести неизвестных 


функций и, 0, 3, о. о и 3. Для определения этих фупк- 
ций необходимо задать шесть начальных значений, 
т. е. значений этих функций в момепт #= 0. Кроме того, 
необходимо задать закоп изменения во времени силы 
тяги 5, веса У и момента Г инерции. Для определения 
аэродинамических сил должен быть задан закон движе- 
ния руля высоты в виде зависимости угла т от времени, 
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Должно быть известно также состояние атмосферы, в 
которой совершается полет, т. е. нужно знать скорость ш 
ветра, плотность р и вязкость ь воздуха и скорость а звука 
в функции высоты г. Что касается угла атаки є ракеты, 
то его заранее задавать нельзя); угол а вычисляется 
с помошью угла В и воздушной скорости У. 

Будем исходить из свойств стандартной атмосферы и 
зададим типовые характеристики ракеты и ее двигателя. 
Тогда, если угол отклонения руля высоты задан в функ- 
ции времени, траектория ракеты может быть определена 
путем интегрирования системы уравнений (13.14). Дейст- 
вительное проведение вычислений можст быть выполнено 
с помощью электромеханического вычислительтого устрой- 
ства. Эту траскторию типовой ракеты в стандартной атмо- 
сфере можпо назвать нормальной траекторией полета?). 

Главной характеристикой нормальной траектории служит 
ее дальность; дальностью называется расстояние между 
точкой запуска и точкой падения ракеты. Следовательно, 
задача павигации заключается в определении падлежащего 
момента времени выключепия двигателя ракеты и падле- 
жащего закона перемещения руля в полете так, чтобы 
осуществить полет на заданную дальность. Эту задачу 
навигации для полета типовой ракеты в стандартной ат- 
мосферс можно решить математически до фактического 
запуска ракеты, поскольку все данные, необходимые для 
определепия нормальной траектории, известны или заданы 
заранее. 


13.2. Уравнения возмущенного движения. Истинные 
характеристики атмосферы не обязательно совпадают с ха- 
рактеристиками стандартной атмосферы. Скорость ветра 
на каждой высоте меняется в зависимости от условий 


2) Если пренебречь колебаниями ракеты на траектории (7—0), 
то при данных М и Ке угол а зависит только от ү и определяется урав: 
непием Сы=0. Применяя для обозначения аэродинамических про- 


1, тї [24], найдем а в виде а=— 


изводных символы т 


а т 
Фо, т н ті 


суть функции М и Ве. — Прим. перев. 


т 


2 
2) В русской литературе в этом случае пользуются термином 
зопорная траектория», — Прим. перев. 
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погоды; температура Г воздуха также представляет собой 
переменную величину. Поэтому благодаря влиянию изме- 
нений состояния атмосферы следует ожидать отклонений 
‘ракеты от нормальной траектории. Кроме того, данный 
образец ракеты может несколько отличаться от стандарт- 
ной ракеты по весу, по свойствам ее двигателя и т. д. 
Поэтому истинная траектория ракеты будет отличной от 
нормальной, если откловить руль ракеты по закону, при- 
нятому для нормальной траектории. Таким образом, задача 
навигации применительно к реальной ракете заключается 
в корректировании закона перемещения руля таким обра- 
зом, чтобы дальность в истинном полете совпала с даль- 
ностью в полете по нормальной траектории и ракета точно 
попала в назначенную точку. Ввиду большой скорости 
полета эту навигационную задачу нельзя решать обычным 
методом, связанным с полным пренебрежением динамиче- 
скими эффектами и основанным только на кинематических 
соотношениях. Вместо этого задачу следует решать с по- 
мощью автоматической вычислительной системы, реаги- 
рующей практически мгповенно па всякое отклонение от 
условий нормального полета. Вследствие этого такую 
задачу целесообразнее называть задачей наведения ракеты, 
а систему регулирования — системой наведения. 

Общая задача наведения в строгом смысле является 
очень трудной. Однако следует ожидать, что отклонения 
от нормальных условий будут малы, поскольку нормаль- 
ная траектория хорошо отражает средние условия полета. 
Это обстоятельство немедленно наводит на мысль о том, 
что при оценке возмущений нужно рассматривать лишь 
величины первого порядка. Такая «линеаризация» и со- 
ставляет основу баллистической теории возмущений. 
В результате мы придем к системе, коэффициенты которой 
определяются их значениями вдоль нормальной траектории и, 
в общем случае, являются функциями времени. Поэтому 
в баллистической теории возмущений основную роль играют 
линейные уравнения с переменными коэффициентами. 
Таким образом, наше исследование о задаче наведения 
ракеты дальнего действия служит примером расчета про- 
граммы управления в таких системах. Конкретное назна- 
чение системы определяется здесь требованием уничтоже- 
ния ошибки по дальности. Регулируемым «входом» служит 


19 Цашь-Сюз-Сань 
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поправка на отклонение руля высоты ракеты. Ниже мы 
разовьем эти положения подробнее. 

Условимся обозначать буквами с черточкой соответ. 
ствующие переменные для нормальной траектории, а откло- 
нения от нее по этим перемеиным — теми же буквами 
с символом 8 перед ними. Тогда величины переменных 
в рассматриваемом полете определятся соотношениями 


9=О а, В= +23 

(13.15) 
о = 03 006, ё= брай. ) 
Отклопения параметров, характеризующих истиппое со- 
стояние атмосферы, от их значепий для стандартной атмо- 


сферы определяются отклонениями бр плотности, ФТ тем- 
пературы и дю скорости ветра. Таким образом, 


+ Т 


ТЭГ, ш= ш дш. (13.16) 


Если мы предположим, что состав атмосферы па всех 
высотах не отличается от состава стандартной атмосферы 
па тех же высотах, то для подсчета отклонений атмо- 
сферпого давления, если это пеобходимо, достаточно знать 
отклонения > и 8Г. Будем считать, что отличие рассмат- 
риваемого образца ракеты от стандартного сводится только 
к погрешиости 8 в весе и погрешности 57 в моменте 
инерции, так что 


И =й 


наи; І=Т+Ы. (13.17) 


Тягу $ мы считаем отвечающей ее стандартной величине. 
Площадь А крыла и аэродинамические характеристики ра 
кеты; определенные соотношениями (13.10), (13.12), также 
принимаются неизменными. 

Подставив значения переменных, выражаемые равен- 
ствами (13.15}- (13.17), в уравпения (13.14) и сократив 
члены, отвечающие полету по нормальной траектории *), 
мы получим на основании принципа линеаризации сле- 


1) То есть члены, отвечающие невозмущенному движению (дви 
жению по нормальной или опорной траектории), — Прим. перев. 
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дующие уравпения: 


(13.18) 
Ф = аг - а, В -- адо, -|- адор 4-а, адр + 
4-аТ-+адо { а, 

БЕ Бит) 


НТ Бш НЫЙ, 


187 4- с203 -- с,до, | сабо - = бьёт -- ср + 
+67 4 сш со са. 


Коэффициенты а;, Б, с, суть частпые производные от 
функций Ё, О и Н, определенных в системе (13.14), по 
соответствующим переменным, вычислениые вдоль траек- 
тории. Например, 


(13.20) 


Подробности вычисления этих коэффициентов пояснены 
в приложенни к пастоящей главе. 

Уравнения (13.18) и (13.19) представляют собой линей- 
ные уравнения с перемешыми коэффициентами относи- 
тельно шести возмущений. Если известны отклонения 89, 
ФГ и 8, характеризующие возмущенное состояние атмо- 
сферы, и заданы отклопения 81, 8, 8/, то эта система 

19* 
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дифференциальных уравнений определяет возмущения 5, 


80, 28, д0,, 05 и 88. Однако, не в разыскании этих возму- 
щений заключается задача наведения. В самом деле, мы 
ищем функцию ёт — поправку на изменение угловой коор- 
дннаты руля высоты, требующуюся для уничтожения 
ошибки по дальпости. Как показывает исследование 
Дреника, эту задачу лучше всего решать методом солря- 
женных функций Блисса")}. 


13.3. Сопряженные функции. Существо метода сопря- 
женных функций заключается в следующем. Пусть фупк- 
цин и; (0 при = 1, ..., п определяются системой я ли- 
нейных уравнений 


ри, (3.21) 


где а;, —заданные коэффициенты, которые могут зависеть 
от времени #. Функции У, (/) суть «вынуждающие» функ- 
ции или входы. Введем совокупность новых функций 
(0) (2=1, ..., п), называемых сопряженными функциями 
по отношению к функциям у; (2), которые удовлетворяют 
следующей системе однородных уравнений: 


я. (13.22) 


Умножив обе части каждого из уравнений (13.21) на \;, а 
обе части каждого из уравнений (13.22) на и; и произведя 
суммирование по ипдексу ѓ, получим 


пп а 
т 
т" У У (а 0 а, уд) = У му. 
1 11 Ч = 
Очевидно, что две части, составляющие двойную сумму, 
взаимпо уничтожаются и 


Е 
Ем» 


1) В113$ С. А., МаЛетаНс$ Гог ежегюг ра/1151ісѕ, Мезу УотЕ, 1944. 


(13.23) 


= 
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Проинтегрируем это уразнение по времени в пределах от 
= до ѓі=і: 


а а 
У ми | == У ТЯ 


Е ТФ му) ае (1320) 
ъс 


Блисс пазывает это соотношение основной формулой. 
В задаче о полете ракеты дальнего действия величи- 
ны и; представляют собой возмущения (и = 6) и 


=, = 00, в 
и, Ыб, о 86 


Тогда, в силу уравнений (13.19), сопряженные функции 
2., (#) удовлетворяют следующей системе уравнений: 


(13.25) 


а, Е 
== - 2% чом ] 
Ф 
= 
Ф, 
-в= а + ода б 
Ре , , " 
=т= Аад бу ль, 
А. 1 
== 2 Баһ, 
_% 
о а ) 
Входные функции У; определяются равенствами: 
У, =У, =, = 0, (13.27) 
У, = ауар + ат -- аби ра МУ, 
У = Бу 6р4- 027 + Вбр ОВ, (13.28) 


У; = сү сабо 4 СТ + сш – с, 2-с, 0Г. 


13.4. Стабилизация дальности. Уравнения (13.26) не 
бпределяют функций \, ..., № полностью. Чтобы это 
сделать, необходимо задать значения фупкций №, ..., № 
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в некоторый момент времени. Какие значения функций 
№, ...› № задать и в какой момент времени — это зависит 
от конкретного назначения системы регулирования. В на- 
шей задаче о наведении ракеты на цель мы хотим упич- 
тожить ошибку по дальности. Поэтому нас иптересует 
величина 50, измеренная в момент удара ракеты о землю, 
т. е. величина 59., где индекс 2 отиосится к значению 
данной переменной в конце траектории. Этого достаточно, 
как мы сейчас увидим, для полного определения фупкций 
Е 

Пусть 5 есть момент достижения ракетой конечной 
точки трасктории в ее истинпом полете, а Ё,— момент 
достижения ракетой конечной точки при полете по нор- 
мальной траектории. Тогда 


(13.29) 
Подобным же образом 
г. = 2, 
а (13.30) 
9,= 0, + 0,. 
Но 
о) аы 
а 
(13.31) 


А 1 Р А 
29, = (о) 2, 51,4. (50) 


Однако величина ёл, по определению равна пулю, ибо под 
копечной точкой траектории понимается точка, в кото- 
рой ракета жасается земной поверхности, т. е. из == 7, = го. 
Исключив 84, из уравнений (13.31), получим 


ы. 


(13.32) 


Поэтому, задав зпачения фуикций *., № в момент 


Ё=1, соприкосновения ракеты с землей, с помощью соот- 
ношений 


(18.33) 
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определим ошибку по дальности посредством равенства 


а 
80, = У мл 


= 
== вг д6 0084 до, доо Арт. (13.34) 


Если нормальная траектория найдепа, то коэффициенты 
уравнений (13.27) оказываются известными функциями вре- 
мени. Тогда эти уравнения вместе с граничными значе- 
виями в конце траскторни определят сопряженпые функ- 
ции №,..., № Интегрирование следуст вссти в «обратном» 


Истинная (возмущенная 


‘траектория 
и 088), д, 


Нормальная 
(невозмущенная) 
траеќтория 


паправлении при {< ї,, осуществляя его, если это воз- 
можно, с помощью электромехапического интегратора. 
Когда сопряженные функции будут определены, можно 
применить. основную формулу (13.25) и преобразовать 
выражепие (13.34) ошибки по дальности следующим об- 
разом: пусть +, означает момент времени, в который про, 
изводится выключение двигателя при полете по нормаль- 
ной траектории. Тогда условие уничтожения ошибки 88, 
по дальности можно выразить с помощью соотношения 


89, = 0 — [де 4-80 4-58 1 Або, дор 28р, + 
ГЕД 
у уу Ра). (13.39) 
гел 
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Это и есть основное уравнение задачи наведения; мы ис- 
пользуем его в последующих пунктах. 


13.5. Определение момента выключения двигателя. 
Условие (13.35), справедливое при произвольных возму- 
щениях, можно расчленить на две части и приравнять 
нулю сумму и интеграл, фигурирующие в этом условии, 
независимо. Поэтому в момент ї, отключения двигателя 
ва нормальной траектории имеет место равенство 


Аб" -- 2,88 -1- 288 4- йо, + вов т. == 0. (13.36) 
Так как момент ?, отключения двигателя определяет стан- 


дартный момент времени, не обязательно совпадающий 
с действительным моментом ѓ, отключения двигателя, т. е. 


НЕВЫ, (13.37) 
то соотношение (13.36) следует привести к более целесо- 
образной форме, характеризующей истинный момент отклю- 


чения. Это легко сделать, так как с точностью до вели- 
чины первого порядка имеем на основании равенства 


(13.35) 
=. -(4 а) и, 


ве). -@ 


Нодобным же образом 
0) а (т я ЮЕ т 
В), = 0, 0: 6 
о) д 0), 6) 
ор), д = (а), — 69-а -@,%, 


00.0 ы —@,=- (9), дё, 


б) 


или 
0), 58 
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где ЕЁ, С и Н суть значения величин Ё, О, Н, олпределен- 
ных уравнениями (13.14), вдоль нормальной траектории. 
В действительности эти величины следует брать в неко- 
торый момент времени, непосредственно предшествующий 
моменту ї, выключения двигателя па пормальной траекто- 
рии, что пеобходимо для учета влияния сил, обусловли- 
вающих ускорение ракеты, ибо это ускорение определяется 
также и тягой. 


Определим теперь величины Ј и Ј равенствами 


= [Мово Коу Вр (13.38) 
= (4740 уо, оа 6), 
где \ суть значения фупкций А, в момент РА выключения 
двигателя па нормальной траектории. Тогда в момент Ё, 


выключения двигателя на истинной трасктории должно 
выполняться условие 


= [маны ОВ МР-Ыб- х] 


50670) 
(13.39) 


Таково уравпение, определяющее надлежащий момент 
выключепия двигателя. 

Когда пормальная траектория известна, величина 7 
и величина, заключенная в квадратные скобки в правой 
части равенства (13.39), становятся фиксированными. В этих 
условиях всю-лравую часть равенства (13.39) можно рас- 
сматривать как линейную возрастающую функцию време- 
ни Ё, если Только вместо / подставить ё. Одповременио 
с помощью” величин #1, вычисленных заранее, и значений 
координат и скоростей ракеты в фактическом полете, 
измеряемых на наблюдательных станциях, можно опреде- 
лять значения / в каждый момент времени, предшеству- 
ющий моменту выключения двигателя. В результате мы 
получаем возможпость непрерывно сравнивать величины, 
стоящие в обеих частях равепства (13.39). Когда эти 
величины сравняются, равенство (13.39) удовлетворится. 
Тогда посылается сигнал выключения двигателя и горение 
в ракете прекращается. 


е 
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13.6. Условия попадания ракеты в цель. Когда ракет- 
ный двигатель выключается раньше или позже стандарт- 
ного момента і, выключения, то благодаря влияпию массы 
торючего, оставшетося в баке (если только бак к этому 
моменту не опустошен), величины веса ў и момен- 
та Г инерции ракеты принимают значения, отличные от 
соответствующих значений этих величии для нормаль- 
цой траектории. Не исключено также, что полезный 
груз ракеты не совпадает с полезным грузом, соот- 
ветствующим стапдартной ракете. Тогда, по выключении 
двигателя, возникают постояилые отклопения У и 5/, 
постоянные в том смысле, что они ле меняются во вре- 
мени и становятся известными сразу же после выключе- 
ния двигателя. Иной характер имеют отклонепия 82, ФГ 
и 8 истинной атмосферы от стандартной. Их мы не 
мажем узнать иначе, как путем измерения. В дальнейшем 
мы ставим своей задачей применить в качестве измеритель. 
ного инструмента саму ракету, для чего поступим следу- 
ющим образом. 

После того как удовлетворено условие выключения 
двигателя, условие уничтожения ошибки по дальности 
заключается в обрашении в пуль интеграла в правой 
части равенства (13.35). Поскольку У, в подинтег- 
ральной функции зависят от произвольпых возмуще- 
ний ёр, ӘТ и би, заранее пеизвестных, то последнее усло- 
вие может быть выполнено только при обращении в пуль 
самого подинтсгральтого выражения 1). Следовательно, 
в силу соотношений (13.28), получим 


(маъ 5, 1-0) 85ү 
З (мав 2 араса) 89 (Оа, Б, с) ВТ + 
ЧЕ быль 426, + ас) до (а 8, осу) + 
041210; 


р 
1) Чтобы ў Е). 
3: 
ных функциях бр, необходимо, чтобы было Р = 0. На этом свой. 


стве основан, в частности, вывод уравнения Лагранжа в механике 
и вариационном исчислспии. Прим. перев. 


= обращался в пуль при любых непрерыв- 
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введя обозначения 
4; = а, № 6, 
да бь 
а, = а, 14 
а, = а + .6,-- аб» 
р = (а 2-0, са) — аси, 


(13.40) 


запишем это условие в виде 
а, ура-а, Т + 8 =р. (13.41) 
Уравнения (13.19) можно переписать в форме 


0+0, 0, %Т- а,ӧш-= А, 
БоБ, др А (18.49) 


с, үсе 82 + с, ВТ -- св 8 = С, 


где 


а. ма, 53 —а, до, – 


— а, 80, — а, 57, 


6,5 6,88-0,00, — 
ИГА 


а 


(13.43) 


и 


аби, е0. ) 


Если на стапциях, с которых производится измерепие па- 
раметров летящей ракеты, измерить величины А, В и С 
и если, кроме того, одпо из трех возмущений ёр, 7 и бш 
измерить независимо при помощи прибора, находящегося 
виутри ракеты, то, пользуясь этими результатами и любы- 
ми двумя из уравнспий (13.42), можно будет определить 
остальные два агмосферных возмущения. Это, по существу, 
сводится к использованию для определения возмущений 
ёр, ЗТ и ӧш самой ракеты в качестве измерительного при- 
бора. Следует заметить, что при определении всех трех 
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возмущений ўр, 27 и дю мы не можем ограничиться только 
уравнениями (13.42), не пользуясь добавочным прибором, 
так как мы не знаем 87 и уравнения (13.41) и (13.42) не 
независимы. 

Если, например, возмущение ЗТ определело независимо, 
при помощи прибора, то уравнения (13.41) н (13.42) нужно 
переписать в виде 

а Зав р-а, 0 = А –а, Г, 
$; у 6, 5р6, дш = В – Б, ВТ, 
а, 1-4, 4 +4, ш=р фа, Г. 

Из этих уравнений можно определить необходимую по- 
правку на отклонение руля в каждый момент времени в функ- 
ции значений величин а;, 6, 4, и А, В, О для того же 
момента времени. Последние величины частично зависят 
от параметров нормальной траектории, определенных за. 
ранее, а частично — от данных, полученных с помошью 
телеметрических измерений координат и скоростей ракеты 
в полете. На больших высотах, где плотность воздуха 
весьма мала, аэродинамические силы почти пренебрежимы 
по сравнению с силой тяжести и силами инерции. В этом 
случае величины А, В и С, определяемые уравпениями 
(13.43), представляют собой малые разности больших 
величин и поэтому точное определение этих трех величин 
сопряжено с весьма большими затруднениями. Если руль 
высоты летящей ракеты отклонять в соответствии с про- 
граммой, определяемой соотношением (13.44), и произвести 
выключение двигателя в надлежащий момент времени, 
найденный в предыдущем пункте, то ракета будет наво- 
днтЪся на выбранную цель на земной поверхности, несмотря 
на ‘атмосферные возмущения. 


13.7. Система навеления ракеты. Как только на осно- 
вании технического задания на полет ракеты устаповлен 
общий характер ее траектории, первая задача заключается 
в определении нормальной траектории (в стандартной 
атмосфере) по ожидаемым значениям параметров ракеты 
при ее стандартном весе. Зная нормальную траекторию, 
мы можем найти и функции а,, б, и с,. С помощью ура- 
внения (13.27) и условий (13.33) на конце траекторни 
можно определить сопряженные функции .,. Всеми этими 
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данными необходимо располагать до начала реального 
полета ракеты, поэтому их можно назвать «запоминаемыми 
данными». 

До момента выключения двигателя рулем высоты можно 
управлять в соответствии с программой, составленной для 
полета по нормальной траектории, а стабилизация ракеты 
на этой траектории осуществляется с помощью дополни- 
тельных реактивных сопел или вспомогательных ракет. 
Однако телеметрические станции вступают в действие не- 
медленно после запуска ракеты и подают на ее приемные 
устройства данные о ее положении в пространстве и ско- 
ростях полета. Эти данные поступают, прежде всего, на 
счетчик момента выключения двигателя, который, исполь- 
зуя запоминаемые даппые, непрерывно производит сравне- 
ние величин, находящихся в обеих частях соотпоше- 
ния (13.39), выражающего условие выключения двигателя. 
Как только это условие будет удовлетворено, произойдет 
выключение двигателя. 

В момент выключения двигателя сигналы с телеметри- 
ческих станций, до той поры подававшиеся на счетчик 
этого выключателя, переключаются на вычислительное 
устройство системы наведения. Продолжительность про- 
текшего времени от момента запуска до момента выключения 
определяет также количество горючего, оставшегося в ба- 
ках, итем самым определяет отклонения веса и момента инер- 
ции ракеты от стандартных значений, соответствующих 
моменту выхлючения двигателя, Тогда на основании этих 
данных, вместе с запоминаемыми данными полета по нор- 
мальной траектории, вычислительное устройство может вы- 
рабатывать поправку дү па отклопение руля в соответствии 
с соотношениями (13.40), (13.43) и (13.44). Теоретически 
величина 84 должна быть найдена без запаздывания по от- 
ношению к моменту времени получения входных данных, 
так как равенство (13.44) представляет собой условие равен- 
ства двух величин, рассматриваемых в одинаковые моменты 
времени. В результате истинный угол 1 отклонения руля 
высоты в фактическом полете определяется с помощью 
вычисленной поправки 81 в сочетании с углом Т отклонения 
этого руля, характеризующим полет по пормальной траек- 
тории. Начиная с этого момента процесс разработки меха- 
низма управления рулем высоты можно вести на основании 
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методики, предназначенной для разработки обычных сле- 
дящих систем (с обратной связью), применяя обычные 
критерии быстродействия, устойчивости и точности 
отработки. В свете этих рассуждений общую схему систе- 
мы паведения можно представить в форме, показапной па 
фиг. 117, 

Вычислительные устройства, предусмотрепные в этой 
схеме, находятся на борту ракеты и получают данные о ее 
положении и скоростях от неподвижных наземных наблю- 
дательных станций, расположециых вдоль траектории. Эта 
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передача данных и образуст пепь обратной связи, как пока- 
зано на фиг. 117. Если вычислительные устройства лыпол- 
нены’надлежащим образом, то их работа обеспечивает за- 
данное качество системы; это означает, что действие этих 
вычислительных устройств равносильно действию коррек- 
тирующего контура или усилителя обычной следящей си- 
стемы. Следовательно, в широком плане наша система паве- 
дения весьма близка к простым следящим системам, рас- 
смотренным в предыдущих главах. Однако система наве- 
дения все же очень сложна. Ее разработка требует при- 
менения теории возмущений совместно с теорией сопряжен- 
ных функций. 
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Хотя разобранный нами пример управления полетом 
ракеты дальнего действия изложен, пожалуй, в слишком 
упрощенной форме, он служит наглядной иллюстрацией 
методики приложения теории к разработке систем автома- 
тического управления. В этом иримере мы исходили только 
из одного критерия просктировапия, а именно требовали 
уничтожения ошибки по дальности. В более сложных систе- 
мах можно сформулировать несколько критериев проекти- 
рования и может возникпуть пеобходимость прибегнуть 
к использованию нескольких систем сопряженных функций. 
Тем не менее припцип решения задачи останется тем же, 
что и в данном простом примере. 


13. 8. Вычислительные устройства, применяемые в сис- 
темах автоматического регулирования. Хотя в пашу задачу 
невходит описание подробностей конструкции и технических 
особенностей тех или иных узлов, входящих в состав рас- 
<мотрешых выше систем, все же целесообразно охаракте- 
ризовать здесь в общей форме свойства вычислительных 
устройств и требовапия к пим, учитывая особую важность 
этих устройств в наиболее современных системах регули- 
рования, отмечешуто в первый раз в связи с задачей об оп- 
тимальпом законе переключения (гл. Х). Читателю же, 
интересующемуся эгим вопросом более подробпо, следует 
обратиться к специальным руководствам по этой теме!) ?). 

В настоящее время распространены два вида вычисли- 
тельпых устройств: физические модели и цифровые счет- 
ные машины. Физической моделью, как это точно следует 
из ее названия, называется устройство, физически модели- 
рующсе задачу того типа, которую проектировщик модели 
желает решать. Следовательно, физическая модель пред- 
ставляет собой систему, которая описывается с помощью 
тех же математических операций, с помощью которых опи- 
сывается и явление, подлежащее расчету. 

Входные величины подаются на это устройство в виде 
значений некоторой физической величины—электрического 


1) Епдіпеегіпш Козсасн Аѕѕосіаіеѕ, «Нуыв-зрееф Сотриіте 
ОЮехісезь, Кем Үогк, 1950. По электромоделям см. Корн Г. в 
Корн 'Т,, Электронные моделирующие устройства, М., 1955. 

3} Сы, [5], т, П, и [16].—Лрим. перев. 
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напряжения или тока, углового перемещения некоторого 
вала или упругой силы пружины. Устройство перераба- 
тывает эти входы в другие физические величины —выходы— 
в соответствии со своей структурой, выбранной его про- 
ектировщиком так, чтобы процессы в модели характери- 
зовали определенные математические преобразования. Та- 
ким образом, входы устройства-модели представляют собой 
приспособления, считывающие различные физические вели- 
чины системы автоматического регулирования, а ее выходы 
служат управляющими сигналами, которые непосредственно 
поступают на индивидуальные регуляторы регулируемых 
переменных. 

В отличие от моделирующих устройств цифровая машина 
работает, как счетчик. Входные данные задачи задаются 
с помощью цифр; машина перерабатывает эти дапные в со- 
ответствии с арифмегическими правилами или другой систе- 
мой правил, обусловливаемой существом задачи, решаемой 
в цифровом виде, и выражает окончательный результат 
в числовой форме. Этот принцип действия цифровой машины 
влечет за собой два очень важных следствия. Во-первых, 
конструкция устройства для ввода входных данных 
и выдачи выходных результатов, т. е. «преобразователей», 
должна быть приспособлена для осуществления надлежа- 
щего перевода операций, производимых машаной в соот- 
ветствии с задапной ей логиксй, в физические величины 
регулируемой системы и паоборот. Во-вторых, задача, под- 
лежащая решецию, должна быть подготовлена в виде, при- 
годном для ввода ее в цифровую машину. В случае модели- 
рующесо устройства такая задача, по существу, уже под- 
готовлена в силу самой структуры модели; в цифровой же 
машйне конструкция определяется не какой-либо конкрет- 
ной-задачей или классом задач, а системой логических опе- 
раций, в соответствии с которой машина и должна действо- 
вать при решении конкретной задачи. 

Сравңивая моделирующие устройства и цифровые ма- 
шины, как звенья в системах автоматического регулиро- 
вания, мы заметим, прежде всего, что в простых прикладных 
задачах моделирующее устройство почти всегда оказывается 
менее сложным по сравнению с цифровой машиной, пред» 
назначенной для той же цели. Даже самая элементарная 
цифровая машина требует блоков выполнения арифмети- 


13.8. Вычислительные устройства 305 


ческих операций, ячеек памяти, регулирующих цепей 
я устройств для ввода входных данных и выдачи выходных 
данных. При решении простых задач этот набор приспособ- 
лений оказывается непроизводительно сложным. Наоборот, 
моделирующее устройство нет надобности делать более слож- 
ным, чем этого требует задача. В самом деле, как уже отме- 
чалось выше, корректирующий контур в простой следящей 
системе уже представляет собой такое моделирующее 
устройство. 

В задачах же, в которых вычислительные операции ока- 
зываются более сложпыми (как в задаче о наведении ракеты 
на цель, разобранной в этой главе), моделирующие устрой- 
ства утрачивают свои преимущества, и мы обнаруживаем 
здесь второе коренное различие между машинами двух типов. 
Моделирующее устройство, представляющее собой физи- 
ческую аналогию рассматриваемой задачи, должно быть 
более сложным для более сложпых моделируемых задач. 
Если модель механическая, то в нее приходится вводить все 
более и более длиппые цепи механических передач, фрикци- 
онных интеграторов и других узлов, соединяемых вместе; 
если модель электрическая, то приходится вводить все 
большее и большее число каскадов усиления. В случае 
механической модели неизбежные зазоры в передачах и со- 
членепиях, хотя и паходящиеся в пределах допусков в про- 
стых цепях, будут с увеличением числа звеньев возрастать 
до такой степени, что в конце концов суммарный зазор 
или «игра» в машине превзойдет заметные значения выход- 
пой переменной и устройство станет бесполезным. В случае 
электрической модели подобным же образом будут накап- 
ливаться случайные электрические возмущения и шумы, 
всегда присутствующие в электрических цепях, величина 
которых в конце концов превзойдет полезный сигнал. 
Поскольку электрический шум гораздо менее вреден, чем 
зазоры в механических передачах, электрические модели 
можно делать более сложными по сравнению с их мехаци- 
ческими аналогами, но есть предел и для пих. Наоборот, 
цифровая машина совершепло свободна от таких случайных 
явлений, как зазоры или шумы, и для пее не существует 
ограничений на степень сложности задач, которые такая 
машина может обработать. 

Третье важное различие между моделирующими устрой- 


20 Цявь-Сю*-Сэнь 
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ствами и цифровыми машинами связано со степенью точиости 
вычислений, заложенной в каждой из этих систем. Степень 
точности моделирующего устройства ограничена степенью 
точности выполнения преобразований над физическими ве- 
личинами и измерения этих величин и степенью точности, 
с которой физическая система описывается идеализирован- 
ными законами. На практнке самая лучшая модель может 
достичь точности в 0,01%; многие модели имеют точность 
только в пределах 1-2%. Для некоторых приложений 
такая степень точности терпима, в других случаях она не- 
достаточпа. Нифровая же машила в отличие от модели опе- 
рирует только с числами, и ее можно сделать сколь угодно 
точной. Для повышення точности мы должны лишь увели- 
чить число значащих цифр, вырабатываемых машиной для 
определения каждой из величин. Конечно, точность всей 
машины попрежнему ограничена точностью преобразс- 
вателей входных и выходных величии, но это замечание не 
изменяет того обстоятельства, что в задачах, требующих 
высокой точности, цифровая машина, предпочтительнее 
моделирующего устройства. 

Эти два вида вычислительных устройств различаются 
еще в одном отношении, четвертом по счету. Физическая 
модель работает, как говорят, в естествеином времени, 
Это означает, что модель непрерывно вырабатывает решение 
задачи, которую опа решает, и что это решение в каждый 
момент времени соответствуст всем входным величинам, 
введенпым в модель до данного момента!). Что же касается 
цифровой машипы, то она действует, отрабатывая и решая 
определенную программу, составленную в соответствии со 
счетпыми операциями задачи. Поэтому пифровая машина 
выдает результат вычислений лишь в виде последователь» 
ности ‘значений выходной величины в дискретные моменты 
времени; кроме того, поскольку продолжительность выпол- 
нения вычислепий в машине являстся хотя и малой, но 
конечной, выход запаздывает по отношению к входу. 
В связи с этим возникают две задачи: задача интерполя- 
цин выходной величины в промежутках между дискрет- 


*) Сулествуют также молели, работающие в ускоренном темпе, 
с многократным повзорением решения. Сх. Гутенмахоер Д.И. 
Электрические модели, М.--Л., 1950. рим. род. 
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ными моментами выдачи выхода и задача о предварении 
(упреждении) значений выходной величины по ее предыду- 
щим значениям, с тем чтобы устранить ее запаздывание. 
Разумеется, если продолжительность выполнения вы- 
числений намного меньше характеристического времени 
регулируемой системы, то вопросом о предваренин можно 
не заниматься и считать, что цифровая машина работает 
в естественном времени. Современные электронные цифро- 
вые машины, повидимому, обладают достаточным быстро- 
действием в этом смысле для использования их в рассматри- 
вавшихся выше задачах управления ракетами дальнего 
действия, Одпако в случае управляемых спарядов большой 
скорости влияние этого запаздывания необходимо должным 
образом учесть при разработке системы автоматического 
управления. 
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ПОДСЧЕТ [КОЭФФИЦИЕНТОВ В УРАВНЕНИЯХ ВОЗМУЩЕННОГО 
ДВИЖЕНИЯ 


Величины Ғ, би Н введены с помошью уравнепий (13.14): онн 


зависят от параметров У, А, Ан М. В силу определения этих пара- 
метров равенствами (13.2) и (13.13) их можно записать в виде 
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где аэродинамические коэффициенты Су, Ср и См зависят от угла 


атаки =, угловой координаты ү руля высоты, числа Маха М и числа 


Рейнольдса Ве. Эти аэродипаминескне переменные непосредственно 
выражаются через переменные полета: 
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Здесь а(г)— скорость звука в воздухе, р. (7) — коэффициент вязкости 
воздуха; обе эти величины суть функцин высоты ғ. В последующих 
вычислениях тяга $ принимается зависящей только от высоты). Мы 
допускаем также, что состав атмосферы па каждой данной высоте не 
меняется по сравнению с составом стандартной атмосферы на этих же 
высотах; меняются лишь плотность р и температура 7. Таким обра- 
зом, изменения величии а в в на каждой данной высоте обусловли- 
ваются колебаниями температуры Т. 
Для Ў имеем 


(13.47) 


Все остальные частные производные от Х равны нулю. Дифферен- 
цируя А, получаем 


дА 1 Ве әС, } 
ОЕ (+: : а) 


агим 06, ве әс 
а [ (броне + аны 
| м, 1 йа _ 
ом а 4 

о 
С; 9Ве в йг 

Асы ГМ 061, Ве 0бь 

уг. ӘМ Кб, де + 


1) Так как при постоянной скорости горения истечение газовой 
струн из сопла зависит только от противодавления в окрестности 
сопла, т. е, от атмосферного давления, зависящего, по предположе» 
нию, только от высоты. — Прим. перев. 
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Частные производине от А найдутся с помошью предыдущих 
соотношений путем подстановки в них величины А вместо А и вели- 


чины Ср вместо Ср. 
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С помощью этих частных производных легко подсчитать коэффи. 
менты аз, 6, су: 


дг у дл СА: 
а= 9 ав 0. Аа 592+ 
оаа Са 
ИИ ис 4 
а= 95 = 008+ 0 0) д-р 


(13.50) 


дЕ _ бы. 
ар ра) р 0 ре 
дл 


дЕ ал 
а= АЧ) еды 


(18.51) 


Приложение к главе ХИ зи 


тарт ар че 9 дра) др ) 
а= ЕЕ [= соз 8—9 | &) А 
“рыт 2 
ан Г әу 


(18.52) 


др” 


зе ое 3 5 
| 
8 2 те ааа 5: 
а Е 2 ар 
К 
< 
1 


После выключепин двигателя ляга $ исчезает. Таким образом, 
при {> В величина Х и ее производные обращаются в нуль. 


Глава ХІУ 


СИНТЕЗ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 
ПО ЗАДАННЫМ ТЕХНИЧЕСКИМ УСЛОВИЯМ 


В предыдущих главах мы рассматривали вопросы раз- 
работки систем автоматического регулирования главным 
образом с точки зрения их исследования. Это озпачает, 
что мы задавали прииципиальтую схему системы и затем 
выясняли, насколько удовлетворительно эта система дей- 
ствует. В предыдущей главе мы в первый раз обратились 
қ иному, более прямому подходу к задаче: сперва мы 
установили требуемое свойство системы, а затем поды- 
скали необходимую систему управления, обеспечивающую 
желаемое свойство. В настоящей главе мы обобщим этот 
подход на случай произвольных систем регулирования, 
в которых желаемые критерни качества выражаются в виде 
некоторых интегралов от регулируемых переменных. Пове- 
дение системы, построеппой в соответствии с заданным 
критерием, описывается уравнением весьма общего харак- 
тера, обычно нелинейным. 

Таким образом, система регулирования, созданпая ука- 
занным методом, обычно оказывается пелинейной. Однако 
здесь нелинейность вводится преднамеренно для получе- 
ния оптимальных свойств подной системы. 

Математически принции синтеза систем регулирования 
по заданным критериям можно описать следующим обра- 
зом. `В регулируемую систему мы вводим одиу или ие- 
сколько дополнительных переменных. Эти дополнительные 
перемепные образованы искусственным путем, и поэтому 
законы их изменения пе определяются внутренними физи- 
ческими закономерностями системы регулирования. Усло- 
вия для определепия дополнительных переменных мы на- 
ходим, налагая на всю систему требование, заключаю- 
щееся в том, чтобы последняя удовлстворяла заданным 
свойствам. Эти условия физически осуществляются с по- 
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мощью вычислительного устройства, которым снабжается 
система. Этот припцип синтеза систем регулирования впер- 
вые предложили Боксенбом и Худ"). Изложение настоя- 
щей главы отчасти следуст работе этих авторов. 


14.1. Критерии качества систем автоматического ре- 
гулирования. Если величина у служит выходом системы 
автоматического регулирования, то есть основания ожи- 
дать, что мера качества отработки всей системы выра- 
жается интегралом по времепи от некоторой функции ў 
переменного и. Тогда критерий качества заключается в 
том, чтобы этот интеграл принимал минимальное значение 
или имел постояшую величину, т. е. 


п 
Р) а = сопѕЕ или тіп, (14.1) 
0 


или, в частпости, 


2 


$ (и— и = сопзі или тіп ?), (14.2) 
? 


где у ~ момент окопчапия переходного процесса, а и, — 
желаемый закон изменения переменной у. Выражение (14.2) 
измеряет ошибку по переменной у с помощью интеграла 
от квадрата отклонения на протяжении времени суще- 
ствования “этого отклонения и, таким образом, служит 
мерой среднеквадратичной ошибки переменной у по отно- 
шению к ее желасмому течению. Можио рассматривать 
и другой вид критерия качества системы, согласно кото- 
рому продолжительность определенного процесса должна 
быть мипимальной или постоянной, т. е. 


ц 
= сопѕі или тіп. (14.3) 

0 

7) ВоКѕепђотщ А. $., Ноой Е., МАСА ТЕ 1068 (1952). 

2) См. [13, 22, 72—74]. — Прим. перев, 
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Если исходить только из одного критерия типа (14.1), 
то мы найдем функцию { в виде } (у} = сопѕі. Этот ре- 
зультат закономерен, поскольку функцию }(у) обычно 
можно определить в виде постоянной, если другие пере- 
менные системы пе подчинены каким-либо дополнительным 
критериям. Однако другие переменные системы связаны 
обычно некоторыми ограничениями, и условия, выража- 
ющие эти ограничения, ДОЛЖНЫ быть включепы в перво- 
начальный критерий, Так, например, один из возможных 
критериев можно записать в следующем виде 


при (14.4) 


в 
Е2)4Е = сопзі. 
т 2 


Если, например, у—угловая скорость двигателя, а 2— 
характеристическая температура газовой турбины двига- 
теля, то, в силу критерия (14.4), желательно спросктиро- 
вать такой регулятор, чтобы при определенном значении 
интеграла от функции температуры интеграл от квад- 
рата отклонения скорости имел наимепьшее значение. 
Этот критерий можно использовать, например, в том 
случае, когда известно, что превышение температуры 
допустимо в течение определенного промежутка времени, 
а на протяжении переходного процесса желательно умень- 
шить до минимума среднеквадратичную ошибку по скорости. 
Тогда иптеграл от фуикции 2 выражает полное количество 
тепла, поступившее на лопатки турбины. 

Как показывает общая теория, имеется возможность 
сочетать сколько угодно критериев типов (14.1)—(14.4) 
и построить соответствующую систему регулирования, ко- 
торая автоматически удовлетворяет всем этим критериям 
одновременно. 

Другая сторона этих критериев качества регулирования 
связана с определением верхних пределов интегралов в ле- 
вых частях равепств (14.1)—(14.4). Здесь возникает задача 
о выборе промежутка времени, в котором эти интегралы 
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должны принимать минимальное значение или быть посто- 
янными. Целесообразно выбрать такой промежуток времени, 
на протяжепии которого существенные внешние возмущения 
сохраняют постоянные значения и в течение которого регу- 
лируемая система переходит от одного существенного режи- 
ма к другому. Существенными внешними возмущениями мы 
называем такие возмущения, которые система регулирова- 
ния не в состоянии пемедлешо компенсировать. Если в те- 
чение промежутка времени, соответствующего пределам 
интеграла, с помощью которого формулируется данный кри- 
терий, возникает существенное внешнее возмущение, то 
нельзя указать какой-либо физически осуществимой систе- 
мы, способной предвидеть это возмущение в том смысле, 
чтобы сработать надлежащим образом до возникновения 
возмущения. Существенным режимом системы мы называем 
любой ее режим, характеризующийся только теми перемен- 
ными, которые должны быть непрерывными. В случае турбо- 
реактивного двигателя, в котором переходный процесс мо- 
жет описываться дифференциальным уравнением первого 
порядка, режим системы определяется угловой скоростью 
двигателя. Если при этом следует учитывать состояние систе- 
мы подачи топлива или если температура реагирует на изме- 
нения скорости ие мгновенно, то для описапия существен- 
ного режима двигателя необходимо задать как скорость, 
так и ускорение, что мы сейчас и рассмотрим. 

Система регулирования, получающаяся в результате 
применения любого метода синтеза, должна быть физически 
осуществимой, причем это требование имеет две стороны. 
Во-первых, не исключепа возможность задания критериев, 
или неосуществимых ни в какой системе, или несовмести- 
мых между собой. Если мы будем исходить из таких крите- 
риев, то неосуществимость системы проявится или в форме 
требования строить закон регулирования на основании буду- 
щих значений регулируемых переменных, или в невозмож- 
ности удовлетворить граничиым условиям некоторого диф- 
ференциального уравнения. В большинстве случаев ясное 
попимапие существа используемых критериев и характера 
регулируемой системы позволяет предотвратить подобные 

< противоречия. 
Вторая сторона требования физической осуществи- 
мости имеет чисто математический характер. Ставится зада- 
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ча описать регулятор или систему регулирования (т. е. 
получить дифференциальное уравнение), удовлетворяющие 
заданному критерию качества регулирования и всем необ- 
ходимым граничпым условиям, которые обнаруживаются 
при выводе соответствующего дифференциального уравне- 
ния. Хотя математическое решение задачи может быть 
связано с дифференцированием или интегрированием этого 
дифференциального уравнения, физическое решение тре- 
бует, чтобы это дифференциальное уравнение само удо- 
влетворяло гракичным условиям и, стало быть, чтобы его 
решение не включало неопределенных лостоянных инте- 
грирования. Таким образом, такие выражепия, как 


у= сх 


у= сх, 


не обязательно равпосильны как выражения, описывающие 
некоторую часть системы регулирования, ибо эти выражения 
отличаются па неопределепную постоянную интегрирования. 
В линейных устойчивых системах влияние этой постояниой 
становится препебрежимо малым, но в общем случае пели- 
нейпых систем, рассматриваемых здесь, эту постоянную необ- 
ходимо учитывать. 


14. 2. Задача обеспечения устойчивости, Требование 
устойчивости выражает тот специфический критерий, ко- 
торый не: учитывается в расчете основной системы регули- 
рования, коль скоро речь идет о качестве переходных про- 
цессов. Здесь мы встречаемся с тем же положением, которое 
имело место в последней главе, где требование устойчи- 
вости также не учитывалось в силу того обстоятельства, 
что некоторые специальные условия, наложенные на пол- 
ную систему, уже обеспечивали ес удовлетворительное 
функционирование. Однако обычно оказывается необхо- 
димым добавлять к системе регулирования стабилизирующее 
устройство, которое не вступает в деиствие до окончапия 
переходного процесса. Поэтому такое стабилизирующее 
устройство пе будет влиять на способность системы отве- 
ҷать остальным критериям, на основании которых ее 
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проектируют. Это устройство можно описать следующим 
образом: в системе первого порядка, если 


у 
то (14.5) 


0=0. 


В системе второго порядка, если 


9= 4, | 
то 


(14.6) 
ео 


При подключепии к системе регулировапия этого ста- 
билизирующего устройства система приобретает способ- 
ность работать в двух различных режимах; такая система 
принадлежит поэтому к классу систем, работающих по 
нескольким законам управления (см. п. 10.9). Во время 
переходного процесса действует главная система регулиро- 
вапия, обеспечивающая заданное качество этого пере- 
ходпого процесса. В копце переходного процесса управле- 
ние переключается на вторую систему, характеризуемую 
условиями (14.5) или (14.6) и предназначенную для обес- 
печения устойчивости системы по завершении переходного 
процесса, т. е. ля предотвращения ухода системы от 
заданного ей режима 1). 


14.3. „Общая теория для систем первого порядка. 
Исходя -иЗ критерисв качества регулирования, описываемых 
состпошениями (14.1) — (14.4), мы можем получить уравне- 
ння, характеризующие систему регулирования, следующим 
образом: если в рассматриваемом перечне критериев один 
из интегралов должен принимать минимальное значение 
при условии, что другие интегралы должны быть постояп- 
ными, то, как известно из вариационного исчисления, 


1) В системах, приближающихся к установиешемуся режиму асимт- 
тотически, обычно под моментом окончания переходного процесса пони- 
мают момент, когда система подойдет к заданному состоянию до- 
`статочно близко, т. с. когда все непрерывные координаты сислемы будут 
близки к установнишимся значениям. — Прим. перев. 
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достаточно потребовать, чтобы 


а п 


Кун} име 
0 0 


1 а 


рае ў РА 
0 


=, 


или 
р 
и + инь О Ја тіп. (14.7) 


Величины №, },, №» представляют собой неопределенпые 
параметры, служащие парамстрами настройки системы 
регулирования; их конкретные значения определяются вы- 
бором постоянных, которым должны равняться упомянутые 
выше интегралы. Метод ^-множителей широко используется 
в задачах такого типа, когда разыскиваются условия ми- 
нимума при определенных связях. В самом деле, задача 
далеко не всегда выражается в иптегральной форме; такой 
метод применим к любому функииональпому или диффе- 
ренциальному соотношению между переменными 1). 

Уравнению (14.7) можно придать весьма общий харак- 
тер, если включить в него все мыслимые ограничения, 
Если в дальшейшем какой-либо из рассматриваемых кри- 
териев не используется, то в окончательных уравнениях 
соответствующий множитель А полагают равным пулю. 
В тех случаях, когда значение какой-либо из постоянных, 
которой должен равняться один из интегралов, выража- 
ющий тот или иной критерий, равно нулю, соответству- 
ющий множитель \ — ос, 

Если регулируемая система является системой первого 
порядка с постояипыми параметрами и обладает одной 
существенной выходной координатой у, то между пере- 


менными # и г должна существовать связь вида 2 = 2(у, 0). 
В этих условиях уравнецие (14.7) в общем случае лри- 
нимает вид 


{Ро 94 = тт, (14.8) 


о, 


1) Гапсхоѕ С., Тһе УамаНопа! Ргілсіріеѕ ої Месһапісѕ, 
Тогопіо, 1946. 
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где Г— пепрерывная функция переменных у и у, а у — не- 
прерывная функция времени #, Отметим, что функция Р 
не зависит от времени їі в явюм виде. 

Будем рассматривать у(!) как решение, т. е. пусть 
(1) является одной из выходных функций среди всех 


Фиг. 118 


допустимых выходных функций, удовлетворяющих усло- 
вию (14.8). Для нахождения у{1) построим решение у (#) -- 
+ бу (1), близкое к данному. Функция бу (1) является про- 
извольной, а е малый параметр. Гели функция у (#) 
Удовлетворяет условию (14.8), то 


[= ока, оъ) а) о=0 
0 


или 


а 
\ = дуа Зи (ЕЛ, 0. (14.9) 
о а би 


Вариация &, входит в это равенство благодаря тому; 
что верхний предел интеграла в левой части равенства 
(14.8) не фиксирован, а лежит на кривой у= () 
(фиг. 118) 1). Это обстоятельство позволяет перемещать гра- 
ничные условия задачи от значений, соответствующих 


1) То есть рассматривлется так называемая вариационная задача 
с подвижными концами [75]. — Прим. перев. 
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одному режиму системы, к значениям, соответствующим 
другому ее режиму, что уже отмечалось выше. Выполнив 
в левой части (14.9) интегрирование по частям, получим 


дЕ а (дЕ, у 
[ме 


Ў дЕ „ 
- ви (1) — —- 5 (0) Ру, 
(5) У О+Р (БМ 


Соотношение между величинами ду (й) и 8 легко найти 
с помощыо условия на конце, т. е. с помощью условия 


Зу ву) 6) 0. 


Далее, исключая вариацию 2(7,) н учитывая, что вариа- 
ция 27 принимает произвольные значения, приходим к ра- 


венствам 
ӘР а [дЕ =, 
\ [#-#(: гу (14.0) 
0 


` ду 
и 
м, (еу (2 


ғ 
әу 


Т) 2000) = 0.(14.11) 
дуо 


р 00-00 


За промежуток времени, на протяжении которого 
должен выполняться критерий (14.8), мы принимаем про- 
должительность перехода системы от одного существенного 
режима к другому, что в данном случае характеризустся 
переходом от одного определенного значения у к другому 
определенному значению у. Таким образом, консчная часть 
кривой 1 = (2) должна представлять собой прямую линию 
при { (1) = сопѕі, откуда следует, что 


84 (0) = 0, } 
Г =0. 


Следовательно, уравнения (14.10) и (14.11) принимают 
вид 


(14.19) 


(14.13) 
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У ди Га 


Е (В) =) ( ЭБ ] ‚ если (2) — копечная величина, 
9 10 


(14.14) 


Так как у (0) = 0, то уравнение (14.13) не обязательно 
должпо удовлетворяться при / = 0. Едипствелные условия, 
которые должны выполпяться в момент ѓ == 0, заключаются 


в том, чтобы производпая (дР/ду), была копечной вели- 
чиной, а функция у была непрерывной. В момент пачала 


нового переходного процесса фупкции у, Р, ОГ/ду и ЭЕ/ду 
должны прстерпеваль разрыв, в то время как в других 


точках (0-.7..() производная дР/ду будет, в силу 
уравнения (14.13), испрерывной. 

Уравпенис (14.13) представляет собой дифференциаль- 
ное уравнение отиосительно функции у (2), удовлетворяю- 
щее исходному критерию (14.8). Это так называемое диф- 
ференциальпос уравнепие Эйлера — Лагранжа нашей ва- 
риационной задачи. 

В задаче, которую мы здесь рассматриваем, функция 
Е не зависит явно от времепи Е. Поэтому мы можем 
же пайги первый интеграл этого уравнепия. Пер- 
интеграл уравнения (14.13), удовлетворяющий усло- 
вию (14.14) па конце, имеет вид 


ий = 005. (14.15) 
ЕЎ 


Дифференцируя по # обе части этого равенства, получим 


Коль скоро функции у, 92109 и т. д. пепрерывны, из по- 
следнего соотношения следует, что 


21 Цянь-Сюэ-Сэнь 
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Следовательно, или 0=0, или функция у()) удовлетво- 
ряет уравыению (14.13). Но во время лереходного про- 


цесса у, в общем случас, це исчезает’). Поэтому вме- 
сто двух условий (14.13) и (14.14), наложенных на 
функцию (1), мы получаем едниствениое уравцение 
(14.15). 

Таким образом, уравнение (14.15) описывает ту физи- 
чески осуществимую систему, свойства которой автома- 
тически и одновременно удовлетворяют всем критериям, 
учтенным при образовании функции Г, и при этом на 
протяжении того промежутка времени, па котором внешние 
возмущения постоянны, а система переходиг от одного 
режима к другому. 

В конце переходного процесса, когла перемеппая 
у устанавливается в соответствии с заданным режимом, 
необходимо включать стабилизирующее устройство систе- 
мы. Действне этого устройства в идеальном случае 
описывается соотношениями (14.5). 


14.4. Приложение общей теории к задаче о регулиро- 
вании турбореактивного двигателя. В условиях, на кото- 
рые обычно рассчитывается регулирующая аппаратура 
турбореактивпого двигателя, регулируемой величиной слу- 
жит угловая скорость А двигателя, определяющая его 
существенный режим, подлежащий стабилизации или изме- 
нению . в соответствии с известными требованиями. В ре- 
зультате определяются и другие характеристики двига- 
теля; как, например, характеристика тягн. На работу 
двивателя налагаются пекоторые условия, ограпичивающие 
избытки по скорости, по температуре, по давлению на 
выходе из компрессора н по факелу пламени. Обозначим 
через №, заданную угловую скоробть двигателя, через 
Т - температуру смеси на входе турбины и через В — дав- 
ление воздуха па выходе из компрессора. Тогда критерии 
качества работы этого двигателя можно выразить с по- 


1) Не исчезает тождественно, т. е. пи на каком силошном 
отрезке сси времени, — Прим. перев. 
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мощыо следующих интегралов: 


И-М) а критерий качества рег 
рования скорости, 


Ма критерий допустимого пе] 
А р 
регулирования по скорости, 


Ги критерий допустимых откло- 
нений температуры вверх 
и вниз от установившегося 
значения, 


сор ед од 


$ (14.16) 


В 

\ МІР (%)] 4 критерий допустимых откло- 

Ы С нений выходного давления 
компрессора, 


БІР ВУ) ағ критерий допустимых коле- 
баний факела пламени 


а критерий, определяющий бы- 
строту разгона двигателя. 


Характер этих” подинтегральных функций изображен 
на фиг. 119. Величина Р— 2 (У) равна избытку давления 
за выходе из компрессора над его безопасным значением, 
причем 5 (№)—давление на выходе из компрессора—для 
каждого зпачения скорости меньше давления, при кото- 
ром начинается помпаж, па величину, определяемую из 
соображений безопасности. Подоблым же образом можно 
определить давление А(№) по отношению к размерам 
факела. Под временем разгона понимается промежуток 
времени, требующийся для перевода системы из одного 
состояпия в другое. 

Пользуясь описанием турборсактивного двигателя, при- 
ведепным в п. 5.6, выпищем линеаризованные уравнения 


21* 
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двигателя в виде 
Т =а ат, 


. (14.17) 
Р=ЪХ407, 
ТОМА) АСД 
0 М-М 0 Мах м 
ВТ) Т,Р-90%7 
но т 0 Р-9(М) 
ЫР-ВСМУ 9(м} вм} 
0 Р-ым№) 0 м 7] м 
Фиг. 119 


где т — постоянная времепи двигателя. Подставив эти 
соотношения в иптегралы (14.16), мы увидим, что все эти 
интегралы имеют вид 


НУ, №, 


=—5 
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где {— непрерывная функция переменных Ми М, а М — не- 
прерывная фуикция от #. 


14.5. Регулирование скорости при ограничениях ва 
колебания температуры. Гсли считать, что в нашей за- 
даче важпо только рассогласование системы по скорости, 
то критерий качества системы принимает вид 


) @ = тіл. 


п 
ИА 
о 

Тогда уравнение (14.15), олределяющее закоп регулиро- 
вания, сводится к простому уравнению 


ВМ) 0. 


Следовательно, в силу свойств функции }, М-=М.. Этот 
результат означает, что при отсутствии других критериев 
качества работы двигателя программа регулировапия 
должна обеспечивать тождественное уничтожение ошибки 
по скорости, что могло бы быть физически осуществимо 
лишь при допущении неограпиченно болыцих температур. 
Однако этот результат не соответствует выводам, сделан- 
ным ранее из уравнения (14.15), в том отношении, что № 
не является разрывной функцией времени. Этот пример 
служит лишь тривиальпым частпым случаем общей задачи. 
Но полученное решение ‘указывает на то, что для полу- 
чения физически представимой системы необходимо, чтобы 
критерий, подобпый указанному, сопровождался некото, 
рым дополнительным критерием. 

Поэтому ‘рассмотрим задачу регулирования скорости 
совместно с условием ограничения колебаний температуры, 
выражаемым уравнением 


р 
(0) а тіп. (14.18) 
0 


Следовательно, Р =}, (М№-— №,) + М, (Г). Пользуясь урав- 
нениями (14.17), мы приведем уравнение (14.15) к виду 


ҺО) Т) а А (Т). (14.19) 
Таково уравнение закона регулирования во время пере: 


326 Гл. ХГУ. Синтез систем автоматического регулирования 


ходного процесса. В конце зтого процесса включается 
идеальное стабилизирующее устройство, так что, коль 
скоро 


то (14.20) 


Соотиошения (14.19) и (14.20) описывают систему регу- 
лирования всю в совокупкости. Имея этот результат, 
мы можем представить себе, что вычислительное устрой- 
ство воспринимает данные от приборов, измеряющих №и Т, 
использует запоминаемые данные А, а и т, умеет преобра- 
зовывать входные данные в соответствии с соотпошением, 
связывающим расход топлива с величинами № и Т, 
и в итоге вырабатывает сигнал, опрелеляющий падлежа- 
щий расход топлила, в согласии с соотпошением (14.19). 
Тогда, пезадолго до того, как величина № достигиет зпа- 
чения №., включается стабилизирующее устройство, так что 
в конце переходного процесса будет удовлетворяться 
условие (14.20) 1). В общем случае уравпение (14.19) про- 
граммы регулировапия нелинейно и вычислительное устрой- 
ство не может быть линейным, например простой цепью 
типа АС. 

В качестве примера целесообразно задать {, (Г) = 
= (7 - 1," при ТЗ и (7) = (Е, -- Ту при Т <. 
В общем случае показатель п степени должен превосхо- 
дить единицу, ибо при п< 1 величина Т может обра- 
титься в бесконечность и притом таким образом, что 
функция гҮ ставовится разрывпой и физически нереальпой, 
даже если интеграл 


а 


\ Га 


1) В технике широко применяется несравненно более грубый 
<пособ ограничения различных переменных параметров, основанный на 
использовании ограпичителей (предельных регуляторов) по регули- 
руемым величинам (скорости, давлению, температуре и т. п.): огра- 
ничители включаются каждый раз, когда данная величина достигает 
вначспия, ла которое насгроеи предельный регулятор и которое пре- 
дельно допустимо по техническим условиям. — рим. перев. 
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ограничен. Пусть в паем примере и = 2 и, кроме того, 
ҺО) = (00 – №). Поэтому мы вповь примем за. меру 
ошибки системы среднеквадратичное отклонение регули 
руемой переменной от ес заданного значения. Тогда, на 
основании равенства (14.19), 


(им. 


(14.21) 


Линейная цель 
свысочим 
ноздтициентт Рибход 

усилеһин [топлива 


„Чифференци: 
рующее 
устройство 


устрайствв 


где в случае ускоренного вращения, т. е. при № < М,, 


МО в 21, (14.22) 


В случае замедленного вращения, т. е. при М > М№,, 
40 а 2=2. (14.23) 


Блок-схема соответствующей системы автоматического 
регулирования изображена на фиг. 120. Здесь №, означает 
истинную угловую скорость двигателя, причем мы рас- 
сматриваем случай замедленного вращения, когда № > М.. 
Во время переходного процесса разность №, — У, остается 
положительной, ключ между вычислительным устройством 
и регулятором двигателя замкнут, и действием регулятора 
управляет сигнал, вырабатываемый этим устройством. 
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Сигнал, снимаемый с вычислительного устройства, опре- 


деляет величину а</№ в соответствии с программой регу- 
лирования, выражасмой соотношением (14.21). На фиг. 120 
этот сигнал схематицески изображен в виде прямоуголь- 
ного треугольника. Регулятор и исполнительный привод 
двигателя выполнены таким образом, что двигатель до- 
статочно точно отрабатывает сигнал от вычислительного 
устройства. Это достигается за счет цепи с высоким 
коэффициентом усиления, показанной на фиг. 120. Когда 
же рассогласование №, — №, по скорости падаст до очень 
небольшой величины, вычислительное устройство отклю- 
чается от регулятора. Тогда устойчивость по отношению 
к заданпой угловой скорости ү, полной системы обеспе- 
чивается стабилизирующими свойствами регулирующей, 
цепи двигателя, и система существенно удовлетворяет 
условию (14.20). 

Система регулирования содержит один параметр на- 
стройки — параметр ^. При любом значении ^ эта си- 
стема будет обеспечивать минимальное значение интеграла 
от квадрата ошибки по скорости, соответствующее вели- 
чине интеграла от перерегулировапия по температуре, 
Величипа этого интеграла определяется значсннем пара- 
метра \. Рассмотрим частный случай, для которого а, == 2, 
т. е. разгон или замедление двигателя в процессе изме» 
нения скорости до ее значений. отвечающих границам 
допустимого колебания температуры, происходит согласна 
уравнению (14.17). Интересно отметить, что в этом част- 
ном случае, как следует из закона регулирования (14.21), 


М№=0 при № . Поэтому здесь не возникает надобно» 
сти в отдельном стабилизирующем устройстве, и ключ, 
изображенный в схеме системы автоматического регули- 
рования на фиг. 14.3, можно удалить. В данном случае 
уравнение (14.21) становится линейным и записывается 
в виде 


Е(Е– а№)=а 


(14.24) 
где 


Е=(1+ту. (14.25) 
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Теперь уже легко подсчитать необходимые интегралы, 
Например, интеграл от температуры вычисляется следую- 
щим образом: 


а а 
{а = {ау Бабу = 


о р] 


ва (Е— 1} 


а 
1005 и (ЕУ. (14.26) 
0 


где №, — угловая скорость двигателя в начале переход- 
ного процесса. Подобным же образом интеграл от угло- 
вой скорости имеет вид 


(14.27) 
и, если Тах есть наибольшая температура, 
Такі 
Та =Ё-1. (14.28) 


С помощью равенства (14.24) найдем 


Еа, – М) ах 
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и, следовательно, характериєтическос время т* регули- 
руемого переходного процесса определяется отношением 


г. (14.29) 


Последние соотношения выражены в безразмерной форме. 
Наиболыная температура Тах достигается в начале пере- 
ходного процесса. 

При Ё =1 (= ос) переходный процесс по темпера- 
туре протекаст без персрегулирования в соответствии 
с нашим прежним замечанием о том, что при РЕ 
постояпная, которой равеп дапный интеграл, сводится 
к пулю. Иптеграя от угловой скорости равен 0,5, а <* = т. 
С ростом Ё (т. є. с убывапиєм }) величина интеграла 
от температуры и наибольшая температура возрастают, 
в то время как величина интеграла от УГЛОВОЙ скорости 
и постоянная времени убывают. В качестве компромиссного 
значеция параметра Е можно выбрать 2, что соответ- 
ствуст аз =1. Коль скоро величина Ё или А выбрана, 
тем самым установлена конкретная программа операций, 
осуществляемых вычислительным устройством. С этого 
момента можио приступать к проектированию системы, 

В общем случае, отвечающем уравнению (14.21), под- 
счет значений интегралов связап с песколько более гро- 
моздкими преобразованиями, но методика расчета системы 
регулирования остается такой же. Боксенбому и Худу 
удалось получить решение уравнения (14.26), т. е. пайти № 
в функции времени #. Однако в связи с этим следует 
подчеркнуть, что для расчета системы регулирования 
не обязательно находить такое решение в явной форме. 
Все данные, необходимые для разработки этой системы, 
заложены в самом уравнении (14.24), так как это урав- 
нение определяет копструкцию вычислительного устрой- 
ства. Если это устройство системы регулирования дей- 
ствует в соответствии с данным уравнением, то тем самым 
обеспечено требуемое качество регулирования. Форма же 
изменения переменной № во времени, таким образом, 
не имеет значения. Отсюда следует, что излагаемый здесь 
метод проектирования заключается в «просктировании» 
самого нелинейного уравнения, определяющего закон 
изменения регулируемой величины, а ие в том, чтобы вести 
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проектирование, исходя из решения уравнения, с помощью 
которого мы условились характеризовать качество системы. 


14.6. Системы второго порядка с двумя степенями 
свободы. В случае системы второго порядка с двумя сте- 
пепями свободы и с постоянными коэффициентами урав- 
нение (14.8) припимает вид 


11 
{Р р а 2, 90 іп, (14.30) 
о 


где у н 2 суть выходные величины, являющиеся пезави- 
симыми функпиями времени. Уравпепие (14.30) удовле- 
творяется при условии, что 

11227 


е \ Руан. у 1 0, 04-989, 


Промежуток времени, по которому берстся интеграл (14.30), 
начинается со вполие определенного момепта (/ = 0), но 
оканчивается ие н какой-либо определенный момент, 
а в момент времени, соответствующий кривым у = һө), 


у= = (0), 2= 6100) и 2=8, (6). Вариации бу и 82 являются 
произвольными функциями времени, разумеется, независи- 
мыми одна от другой. 

Выполнив преобразования, указашые в левой части 
равенства (14.31), получим 


И 


Ра | ИРИ, 
92 


92 


Проинтегрировав по частям, будем иметь 
а 


\ [5 в (+ г 55) ] агч 
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+ [6-2 А в в (5) [24+ 
П [ни 23 Пе 1+ 


Е н а 2] =0. (11.32) 


Как и выше, подинтегральпые выражепия и члены, соот- 
ветствующие условиям на концах, должны уничтожаться 
по отдельности, В силу принятых условий на копах 
мы имеем 


пуа) = 16) фу, 
да) = в) - =200)]20, | 
ве а) На, 


Три условия из равенства (14.32) представляют собой 
два уравнения Эйлера -- Лаграпжа 


дЕ а (0 4 (дЕ 
ара + в 


14.34 
а 5 ая #(5:)= 0, 


которые-должны удовлетворяться одновремепно, и соот- 
ношение 


ни 
+2 ЗЕ. ва п [22 (5) 1..+ 
+), РАЛ Е 


8) КЕ), „7399 [#4 (5)]..+ 


ви (0) =) фи, ] 
р (14.33) 
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ое но [9], 


= 0. (14.35) 


Система (14.34) представляет собой систему двух урав- 
нений Эйлера — Лагранжа, соответствующих исходному кри- 
терию (14.30). Физическое решение задачи должно удовлет- 
ворять системе (14.34) и, кроме того, условиям на копах, 
выражаемым соотношением (14.35). Однако, поскольку 
функция Ё не зависит от явным образом, эти условия можно 
видоизменить: именно, умножив обе части первого из урав- 


нений (14.34) на у, а обе части второго на 2 и сложив 
результаты, мы получим выражение полной производной 
и после интегрирования придем к соотношению 


в У а. 108) Е 


(14.36) 


Так как Е есть фупкция от у и у, то маловероятно, 


чтобы производпые ӦЕЈду и Еду обращались в пуль или 


производная дЕ[д9 сводилась к постоянной по огпошению 
ко времеви. Поэтому разность 


ар = 
ив (57 


не равна нулю. Следовательно, есть основание считать, 
что в соотношении (14.35) 


000) = 500) = 18) = 0) 0 


Подобное же рассуждение применимо и к переменной 2. 
Таким образом, ссть оспования ввести следующую систему 
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траничных условий; 
4000) =0, ДА) =0 


8000) =0, 0) =0 
0200) =0, 4: (1) =0, | (14.37) 


82(0)=0, 800) =0.) 
Этн граничные условия являются также условиями, соот- 
ветствующими фиксированным начальпым и конечным 


значениям переменных у, у 2 н 2, но при переменной 
продолжительности &, персходного процесса. Принимая 
во внимапие условия (14.37), мы установим с помощью 
соотношения (14.35), что постоянная С в правой части 
(14.36) должна быть равна нулю. Окончательное рещение 
задачи об обеспечении качества регулирования, соответ- 
ствующего условию (14.30), определяется уравнеписм 


Е 908 Ра уж (2 = А89 Ка Ка и) 


(14.38) 


и одним из следующих двух уравпепий: 


дЕ а > на (9) 0, 
а + ай 


аз (14.39) 
Е с и 0. ) 


Уравпения (14.38) и (14.39) образуют поэтому систему 
двух уравнений относительно двух неизвестных у и 2. 
Они служат уравнениями для закона регулирования 
и уравнениями, определяющими действие вычислительного 
устройства. 

Условия (14.37) на концах характеризуют исходные 
критерии на протяжении времени перехода системы от од- 
ного существенного режима к другому. Таким образом, 
коль скоро соблюдаются условия (14.37), система пере- 
ходит от состояния, определяемого одним сочетанием 


величин у, у, 2 и 2, к состоянию, определяемому другим 
сочетанием этих величин. Уравнение (14.38) имеет третий 
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порядок, а уравнение (14.39) – четвертый порядок. По- 
этому, помимо четырех начальных зпачений переменных й, 


у, 2, 2, мы имеем еще возможность задать три значения 
функций у, 2, 2, соответствующих значению у в конце 
процесса, т. е. задать значения у = 0, 2=2, иг = @ при у = 0,. 
При этом все же необходимо дополлить систему стабили- 


зирующим устройством для того, чтобы, начиная с момента 
окончания переходного процесса, стабилизировать значения 


И 


у=0 и 2 
Мы видим, таким образом, что, хотя исследование рассмо- 
трепной системы носит болсе сложный характер по срав- 
пению с исследованием системы первого порядка, прове- 
денным в предыдущих разделах, к системе второго порядка 
все же полностью применима та же общая методика. 


14.7. Задача регулирования с дополнительным усло- 
вием, описываемым посредством лифференциального 
уравнения. Пусть и-: существениая регулируемая пере- 
менцая, а 2 — перемениая, которую мы вводим в систему 
для обеспечения требусмого качества регулирования 
по переменпой и'). Тогда динамика системы, определяе- 
мая ес физическими свой твами, доставляет одно соотно- 
шение между у и 2. Это соотношение обычно выражается 
в виде нелинейного дифференциального уравпения, напри- 
мер уравнения второго порядка 


Тов ра 2,2 0) =0. (14.40) 
Требования к качеству переходного процесса задаются, 
например, посредством условия 


ра = тит. (14.41) 


Примером условия такого рода служит интеграл 
в левой части {14.2), характеризующий ошибку системы. 


1) Например, у--угловая скорость двигателя, а 2— координата 
заслоики, дозирующей поступление токлива в камеры горения. —Прим. 
перев. 
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Задача состоит в нахожденин уравнения такого закон 
регулирования, который удовлетворял бы как уравнени 
(14.40), так и условию (14.41). 

Математическая задача в этом случае приводитс 
к варианионной задаче, в которой дифференциально 
уравнение служит дополнительным условием. Эту задач 
можно также решить с помощью метода введения мне 
жителя Эйлера— Лагранжа Х.(0) 1), т. е. потребовать 
чтобы 

1 


Афина Ой етіп (14.4: 
8 


при 
ЕЕК НЫЕ в 80. (144 


Единственная новая особенлость задачи состоит в поят 
леции множителя (0), зависящего от времени. Задач: 
характеризуемая соотношением (14.42), в точности совп: 
дает с задачей, характеризуемой условием (14.30). Г 
этому можно использовать все уравиения, полученные в пре 
дыдущем разделе. Однако теперь мы встречаемся уже с тр. 
мя переменными: у, 2и ^. Для их определения мы располагае 
тремя уравнениями: (14.34), (14.40) и уравнением (14.3: 
определяющим функцию Р. Уравнение (14.40) выражае 
свойства, присущие самой физической системе, и поэтом 
ему система регулирования удовлетворяет автоматически 
Но’чтобы удовлетворить уравнению (14.34), необходим: 
искусственные меры. Следовательно, оспова действия вь 

- мислительного устройства системы регулирования должн 
определяться системой этих двух уравнепий. Вычислителе 
ное устройство, при его надлежащем выполнении, воспру 
нимает значепия существеппого выхода у, перерабатывае 
их и затем вырабатывает непрерывный сигнал, управляк 
щий величиной 2. Этот сигнал по 2 подается на вход объект 
регулирования и выпуждает систему вести себя в соответ 
ствии с условием (14.41). 


1) См. например, Во іза О., Уойезипией бог Ұапіанелзгеснлип 
И, 1909. 


14.8. Сравнение различных принципов построения систем 


14. 8. Сравнение различных принципов построения систем 
автоматического регулирования. В предыдущей и настоящей 
главах мы рассматривали методы снитеза систем автомати- 
ческого регулирования при задании совершенно жестких 
требований качества регулирования. Метод. развитый в пре- 
дыдущей главе и осповаппый па теории возмущепий. приме- 
пим к линейным системам с переменными параметрами. 
Метод, нзложепный в настоящей главе, является даже еще 
более общим в лом отношении, что сам объект регулирования 
можег быль и ислипейпым. В таких системах общего вида 
эти повые методы служат сдипственным средством, которым 
мы располагаем для синтеза системы автоматического регу- 
лирования, Получаемые же в результате сложные регули- 
рующие цепи, содержащие электромеханические вычисли- 
тельлыс устройства, являются, повидимому, гаипствепиым 
логическим решением задачи, Однако методы, развитые в эгих 
двух главах, в равной мере примепимы к более простым 
физическим системам, расемотреппым в перрых главах, 
т, е. к липейиым системам с постоянными коэффиинеигами. 
Таким образом, в отношении этих более простых систем 
у пас есть две различпые общие методики решения задачи 
об автоматическом регулировании. Сравиение двух соог- 
ветствующих принципов построения систем авгомагического 
регулирования приводит к поучительпым выводам. 

В гл. У мы разобрали задачу о регулировании двига- 
теля с точки зрепия обычных прииципов следящих систем, 
В пастоящей з лаве мы рассмотрели почки ту же задачу © по- 
мощью нового метода синтеза по заранее задаппым ьритери- 
ям качества. Одип вывод. обиаруживается «разу: сисгема 
регулирования, разработанная по старым методам, является 
липейной, и звепья регулирующей цепи могут сводиться 
к лростым контурам типа АС. между тем ках система рег 
ровапия, построенная с помощью новых методов, 
нелинейной п существениым звеном в цепи регу: 
служит вычислительное устройство, которое даже в его про- 
стейшей форме оказывается памного сложнее кониура типа 
РС. Но эго усложнение вводился не без выгоды: хотя 
система регулирования, осповациая на принципах обычпых 
следящих систем, и может быть вполне удовлетворительной 
по своим качествам, система регулирования, основанная на 
применении пелинейного вычислительного устройства, обес- 
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печивает оптимальное качество регулирования-—никакая 
другая система не может лучше отвечать тем же самым 
техническим условиям, предъявленным к качеству си- 
стемы. Вместе с тем это сравнение имеет смысл лишь при 
условии, что нам в точности известны требования к каче- 
ству регулирования. Например, если мы не знаем точно 
величины интеграла от температуры в условии (14.18), 
то мы вообще пе в состоянии применить метод, изложенный 
в настоящей главе. С другой стороны, для синтеза удовлетво- 
рительной системы регулирования, если исходить из старых 
принципов в теории следящих систем, не требуется задания 
столь жестко определенных технических условий. 

Разумеется, требование строгого соответствия системы 
режиму лучшего качества регулирования должно прийти 
после того, как достигнуто понимание существа оптималь- 
ного качества процессов в системе. Поэтому, когда мы стре- 
мимся к созданию оптимальной системы регулирования, 
мы, естественно, должпы располагать дапными для строгого 
определения критериев, из которых следует исходить при 
синтезе системы. С этой точки зрения изложенпые 
в последних главах новые принципы синтеза систем регули- 
рования ло заданным техническим условиям безусловно 
являются шагом вперед по сравнению с принципами обычной 
теории следящих систем; новые принципы приводят к систе- 
мам регулирования повышенного качества. Следует, ко- 
нечно, ожидать, что эти системы повьиненного качества 
будут и более сложными по своей структуре. 


Глава ХУ 


ЭКСТРЕМАЛЬНОЕ РЕГУЛИРОВАНИЕ 


В предшествующих главах мы рассматривали принципы 
синтеза систем автоматического регулирования в порядке 
возрастающей степепи общности и трудпости. Однако все 
изложение строилось на одном основном предположении: 
свойства и характеристики объекта регулирования всегда 
считались известными. Қогда мы имеем дело с обычными 
линейными следящими системами, передаточные фупкции 
регулирующих устройств и других звеньев задаются до 
выполнения синтеза. Что касается линейных систем с пере- 
менными коэффициентами, то мы рассмотрели их на примере 
системы наведения ракеты дальпего действия. В этой задаче 
динамические и аэродинамические свойства ракеты были 
определены до пачала сиптеза регулирующих устройств. 
В общей задаче о синтезе систем автоматического регули- 
рования по заданным наперед техническим условиям, разоб- 
ранной в предыдущей главе, реакция системы на вариации 
регулирующих входных воздействий также являлась опре- 
деленной. Таким образом, синтез системы регулирования 
основан на знании этих свойств системы, Обратная же связь 
служит линиЬ для передачи данных о состоянии выходной 
координаты системы па вычислительное устройство. В ре- 
зультате это устройство используег заложенные в нем 
данные о свойствах объекта регулирования для выработки 
«разумного» управляющего сигнала. 

В настоящей главе мы хотим ослабить даже это явно 
элементариое требование о знании свойств объекта регули- 
рования, для которого разрабатываются регулирующие 
устройства. Мы хотим ввести принцип непрерывно ищущей 
и непрерывно измеряющей системы автоматического регу- 
лирования, в которой задача синтеза не требует точного 
знания свойств объекта регулирования. Зато в процессе 
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регулирования производится измерение величин, опреде- 
ляющих эти свойства. В частности, мы разберем простую 
разновидность таких систем регулирования, называемую 
системой экстремального регулирования (регулирования на 
экстремум). 


15. 1. Основные понятия. Независимо от возможной 
степени точности в работе вычислительного устройства 
точность отработки системы автоматического регулирования 
попрежнему зависит от достоверности данных, в соответ- 
ствии с которыми система разработана. Если мы определим 
свойства объекта регулирования до выполнения всей систе- 
мы автоматического регулировация, как это молчаливо 
предполагалось в предыдущих главах, то пе сможем 
рассчитывать на достижение весьма высокой точности от- 
работки системы по следующим причинам, Во-первых, в про- 
цессе изготовления системы всегда возникают небольшие 
отклонения от проекта. Например, крыло ракеты не может 
в точности совпадать с крылом опытного образца ракеты, 
продувавшегося в аэродинамической трубе для сиятия его 
аэродинамических характеристик. Поэтому аэродинамиче- 
ские характеристики ракеты должны слегка отличать- 
ся от характеристик, определенных с помощью продувок. 
Во-вторых, всякая реальная система со временем пре- 
терпевает малые измепения. Эго может происходить за счет 
естествешой порчи материалов системы, вызванлой их изно- 
сом и усталостью или же изменением условий в среде, в ко- 
торой работает система. Короче говоря, никогда пельзя 
в точности зпать свойства реальных систем до настуиления 
того момента времени, в который эти свойства нас иптере- 
суют. Поэтому, коль скоро требуется высокая степепь 
точнобти отработки системы, необходимо применять прин- 
цип непрерывно ищущей системы автоматического регули- 
ровапия. 

Но стремление достичь требуемой точности отработки 
системы автоматического регулирования не является едиц- 
ственной причиной введенного изменения понятия регули- 
рования; очепь часто мы вынуждены прибегать к системе 
непрерывных поисков из-за возникновения больших непред- 
виденпых изменений свойств системы. Мы уже ввели этот 
принцип при рассмотрении возмущающих влияний изме- 
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нений состояния атмосферы на действие системы автомати- 
ческого наведения на цель ракеты дальнего действия. При 
этом мы использовали динамические свойства самой ракеты 
как средство для непрерывного измерения этих влияний. 
Еще более наглядным примером служит полет самолета 
в условиях обледенепия. Образование ледяной корки на 
поверхности крыла и фюзеляжа приводит к изменению 
формы этих частей самолета. Больше того, сам характер 
образовация таких ледяных отложений оказывается в из- 
вестной мере неустановившимся и его нельзя сколько- 
нибудь точно предвидеть. Поэтому аэродинамические свой- 
ства самолета могут претерпевать большие изменения лод 
влиянием обледенения, и эти изменения посят непредвиден- 
ный характер. Хуже того, все такие изменения приводят 
к ухудшению качества самолета, т. е. уменьшают длину 
пути, который самолет может пройти за счет единицы коли- 
чества топлива. Таким образом, мы стремимся найти такое 
сочетание открытия заслонки, дознрующей подачу горючего 
в двигатель, числа оборотов ротора двигателя и установки 
триммера руля высоты, при котором самолет сможет про- 
лететь наибольшее расстояние за счет одной единицы коли- 
чества горючего, поскольку мы стремимся совершать полет 
в оптимальных условиях в смысле экономии дефицитного 
горючего. Но при решении этой задачи все известные нам 
ранее сведения о свойствах самолета оказываются беспо- 
лезпыми в связи с появлением обледенения. Следовательно, 
единственное решение этой задачи о разыскании экономи- 
ческого режима полета при указанных неблагоприятных 
обстоятельствах заключается в применении системы авто- 
матического регулирования с непрерывными поисками и не- 
прерывным. измерением, т. е. системы экстремального регу 
лирования, автоматически задающей самолету режим, отве- 
чающий онтимальным эксплуатационным условиям, выяв- 
ленным путем измерения. 

Конечно, квалифицироваиный оператор управляет вся- 
кой машиной по принципу экстремального регулирования. 
Он наблюдает за показаниями приборов, регистрирующими 
входные и выходные величины машины, и затем на основа- 
нии свонх знаний и опыта принимает решение о том, в ка- 
кую сторону нужно перемещать рукояткй управления. В ре- 
зультате изменения настройки входов образуются новые 
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значения выходов, и оператор должен рассматривать новые 
показания приборов с точки зрения того, достигнут ли уже 
оптимальный режим, или же произошло перерегулирование. 
В последнем случае потребуется новое изменение настройки. 
Последовательная настройка входов и представляет собой 
процесс поисков, а обратная связь осуществляется посред- 
ством чтения показаний приборов. Однако система ручного 
экстремального регулирования неизбежно реагирует медлен- 
но, и в сложных случаях оператор не может обеспечить 
удовлетворительного качества процесса, каким бы опытным 
он ни был. 

Задача об экстремальном регулировании была разра- 
ботана Дрэйпером, Ли и Г. Лэйнингом младшим!). Приме- 
нение экстремального регулирования к задаче об отыскании 
экономического режима полета самолета рассматривалось 
Дж, Шуллом"). 


15. 2. Принципы оптимального регулирования. Серд- 
цем системы экстремального регулирования является не- 
линейное звено, характеризующее оптимальный режим си- 
стемы. Для простоты рассуждения мы предположим, чго это 
основное звено обладает одним входом и одним выходом.На 
данной стадии исследования мы будем пренебрегать влия- 
нием всяких запаздываний в системе и будем предполагать, 
что выход определяется только мгновенной величиной входа. 
Так как существует оптимальный режим, то функция, опре- 
деляющая зависимость выхода от входа, имеет точку макси- 
мума у, х, показанную на фиг. 121.В дальнейшем оказы- 
вается удебным рассматривать выход и вход в системе ко- 
ординат с началом в точке оптимума и принять за вход ьели- 
чину х=-хо, аза выход— величину у* Ну». Тогда точкой опти- 
мума будет точка х=у*=0. Таким образом, пель экстре- 
мального регулирования состоит в поисках этой оптимальной 
точки и встабилизации системы в непосредственной близости 


ЕТУ, Т., Тазіт., 25, 72—77, 190—193, 228, 324—327, 350— 
352 (1952); ртарег С. 5., ТГУ. Т., Ртіпсір1ез о Орта Иа те 
Соліто! Ѕузіетх ап4 ап АррИса( ол 10 Іаїегла! СошЬизНой Епате, 
АЗМЕ РиБИсаНолз (1951). 
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1952, 47—51. 
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к этой точке. В окрестности точки оптимума соотношение 
между х и џу* можно представить в виде зависимости 


е, (18.1) 


Простейший способ создания системы экстремального 
регулирования в принциие заключается в следующем. Пусть 
мы пачинасм процесс регулирования при отрицательном 
значении входа, т. е. при значении входа, меньшем опти- 
мального, и увеличиваем этот вход с постоянной скоро- 
стью (фиг. 122, а). В соответствии с этим выход будет 
сперва увеличиваться, затем достигиет наибольшего зна- 
чения и далее будет уменьшаться (фиг. 122, 6). Следова- 
тельно, первая производная от 5% но времени, 4/*/4, 


выход У 


КД Вход 
Фиг. 121 


будет сперва положительной, затем упалет до нуля 
в точке Г на фиг. 122, в и за этой точкой станет отри- 
цательной. В точке 2 производная 4у*/4Ё достигает кри- 
тической величины, при которой, в силу устройства си- 
стемы регулирования, происходит реверс направления 
изменения входа; после этого вход х уже убывает с той 
же самой скоростью. В результате у“ вновь увеличивает- 
ся, а величина 45*/4! скачком изменяется от отрицатель- 
ных значепий к положительным. В точке 3 выход дости- 
гает максимума, а 4*/& вновь обращается в нуль. В точ- 
ке 4 эта производная опять принимает критическое значе- 
ние и вновь происходит реверс направления изменения 
входа. Далее этот процесс вновь повторяется и состояние 
системы периодически изменяется указанным образом. Об 
этом явлении говорят, что система «рыскает» около опти» 
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мальпого режима. Период Т* называется периодом ры- 
сканья. Ордината 5* на фиг. 122 равна паимепьшему зпа- 
чепию выхода и называется амплитудой рысканья выхода 
у*. В силу параболического характера соотпошепия, гра- 
фически изображениого па фиг. 121, среднее значение вы- 
хода, с учетом рысканья, на 1, ниже его оптималь- 
ного значения. Эга разность представляет собой потерю 


г д 
| к 
5 
а 0|—— о 4 =‘ 
17 с 
т.р" Рропрартн 
У} и 
1 \2 з 4 5 
0 к + 
б 
Привейонная. 
зелишина өмтхайа 
Тоиниреверса направления 
изменения входа 
ау 
@ 
в 0 +: 
ЕА 1 7277 
| Поллимесное знание произрабной 997 
Фиг, 122 
0* на-рысканье, явлтощуюся той ценой, которую при- 


ходится платить за введение регулирования. Таким обра- 
зом, *. 


Другие хараклерислики системы можно подсчитать в 
фупкцин величины 5* и Т* Обращаясь к уравиению 
(15.1), паходим. что крайоие значения входа равны 
ЕЯ Таким образом. скорость изменения входа равна 
Т+, а вритическое зпачсние скорости изменепия 
выхода равно -—- 43*/Т*, Поэтому, если мы зададим амали- 
ТУДУ \” рыска или потерю П* на рысканье и период 
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Т* рысканья, то тем самым мы определим параметры всей 
системы. В такой системе экстремального регулирования 
существенны звено. задающее пробные измепепия входа, 
звено, измеряющее и дифферепцирующее выходную коор- 
дипату, и звено, осуществляющее переключение направле- 
ния изменения входа при зарапее определенных условиях. 
Поиски и обпаружение точки оптимума осуществляются за 
счет припудительных изменений входа, по из-за пепрекра- 
щающихся изменений входа также возникает малая поте- 
ря О выхода. Амнлитуду А* рысканья желательто сде- 
лать малой, но при малых А* также уменыластся и вели- 
чина критического зпачения производной @у* 41, при ко- 
торой происходит реверс направления измепения входа. 
Следовательно, такос уменьшение А* приводит к увеличе- 
нию опасности случайных реверсол входа, вызванных влия- 
писм неизбежных возмущений или шума в системе. Оче- 
видно, что коль скоро система выведена из состояния 
оптимального режима, то время возвращения ее в это 
состояпие прямо пропорционально периоду Т* рысканья *). 
Поэтому желательно задавать короткий период рыскапья. 
Но при слишком малых значеннях Т* возникает трудность 
при отделении изменений выхода, обусловленных рыска- 
пьем системы, от измепений, вызванных случайпыми при- 
чипами. Мы сще вернемся к этому вопросу в следующем 
разделе. 

Пробные изменения входа можпо задавать в виде не- 
прерывной функции времени вместо пилообразной функ- 
ции, графически изображенной па фиг. 122, а. Например, 
мы можем использовать вход х, образованный путем со- 
четания-медлеппо измепяющейся составляющей х,, и сину- 
соилы постояппой амплитуды а и частоты ө, т, е. 


х=х, + аз оё. (15.3) 


Тогда, в силу равенства {15.1), соответствующее зна- 
чение выхода и примет вид 


= во) 2елазпоғ- А соз (20). 015.4) 


1) Точисе, это время том больше, чем больше Т*, ибо в нели- 
нейшых слетсмах такая зависимость, будучи молотончой, пе обяза- 
тельно линейна; при малых Т* ЭТА зависимость приблизительно ли» 
нейна, -- При. перев, 


346 Гл. ХУ. Экстремальное регулирование 


Этот выходной сигнал можно подать на полосовой 
фильтр с целью подавления как медленно изменяющейся 
первой составляющей, так и гармоники удвоенпой часто- 
ты в третьем слагаемом правой части равенства (15.4). 
Таким образом, через фильтр пройдет сигнал — 2х. чп ыў. 
После этого профильтрованпый сигнал и синусоидальный 
сигнал аѕіп ө? подаются па множительное звено с после- 
дующим выпрямлением, с которого после умножения сиг- 
налов и выпрямления снимается величина 


— 28хла зїп? о? = — Ва? [1 — с0$ (2%) ], (15.5) 


после чего вновь отфильтровывастся гармоника удвоенной 
частоты. Тогда, в конечном счете, мы получабм сигнал 
— Ка?х., которым можно воспользоваться для изменения 
составляющей входа так, чтобы удовлетворялось уравие- 
ние 


(15.6) 


В результате перемениая величина х, стремится к нулю 
вместе с временем затухания 27*: 


а = 

27% = рр. (15.7) 
В силу параболического характера соотношения, связы- 
вающего вход и выход, время затухания выхода равпо Т*. 
Поэтому такая система регулирования будет также разы- 
скивать точку оптимума и приближаться к ней асимпто- 
тически: Регулирующее действие при этом непрерывном 
пробном сиглале показапо на фиг. 123. На фиг. 123, в 
изображен график выходного сигнала после прохождения 
черед фильтр, а на фиг. 123, г показано влияние мно- 
жительного звена с выпрямителем. 

Когда система находится вблизи точки оптимума, то 
благодаря сивусоидальному колебапию входа выход равен 
— Ва? іп шї. Поэтому и в этом случае наблюдается поте- 
ря выхода Р* = Ёа%/2. Чтобы уровень потерь был пизким, 
амплитуда пробного колебания на входе должна быть 
малой. Но это уменьшепие амплитуды снова оказывается 
ограниченным из-за соображений, связанных с влиянием 
случайных возмущений и шума в системе. Амплитуда 4* 
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рысканья на входе равна ёа? и, таким образом, 


реа". (15.8) 
№ 
а 
». 
1 
б 
-202,0 вал шї, Основная составляющая 
Функции у“ 
во — 
кана? тая 
ката, Выход множительного звена, 
г соединевного с выпрямителем 
р Е 


Фиг. 123 


Как показывает соотношение (15.7), параметр а настройки 
колебания входного сигнала определяется величиной по- 
стоянной Т* времени и величипой постоянной О* в соот- 


348 Гл. ХУ. Экстремальное регулирование 


ветствии с равенством 
а=4р*Т* = 2А*Т*, (15.9) 


Выпрямленная составляющая —Ка?х,, определяемая со- 
отношением (15.5) и полученная путем переработки проб- 
ного входного сигнала {15.3), служит теперь мерой откло- 
нения входа от оптимального входа. Возмущение входа 
с помощью непрерывного колебапия, согласно соотлошению 
(15.6), является лишь одной из многих возможных форм 
использования этого сигнала. Очевидно, что с помощью 
этого сигнала можно также заставить переменную х, изме- 
няться по закону пилообразной функции путем наложения 
входа с постоянной скоростью изменения на синусоидаль- 
ное колебание с реверсироватием направления измепения 
входа прн критических значениях сигнала | —№а”х,]. Сле- 
довательно, в таком оптимальном регулировании процесс 
рысканья сводится к двум раздельным колебапиям: низко- 
частотной составляющей в изменении х, и высокочастотной 
составляющей, обусловленной синусоидальным колебанием 
на входе. 


15. 3. Влияние помех. Исследование свойств систем 
экстремального регулирования, проведенное выше, ука- 
зывает на важность уменьшения амплитуды пробных коле- 
баний входа и постоянлой Т* времени. Однако действи- 
тельная разработка системы ограничивается в этом отно- 
шении влиянием шумов и помех, неизбежных в физических 
системах. Для замера колебаний выхода, порождаемых 
колебаниями входа, предпазначенными для оценки степени 
удаления системы от точки оптимума, необходимо, чтобы 
эти колебания выхода во времени складывались из состав- 
ляющих, принадлежащих к той области частот, в которой 
их заведомо можно отличить от составляющей колебапий 
на выходе, обусловленной воздействием шума’ и помех. 
Относительные амплитуды составляющей выхода, обуслов- 
ленной воздействием помех, можно отложить на графике 
в функции частоты. Этот спектр помех на выходе системы 
обычно содержит полосу низких частот, определяемую дрей- 
фом элементов системы, и полосу высоких частот (фиг. 124). 
Между этими двумя полосами обычно лежит полоса частот, 
относительно свободная от шумовых влияний. 
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Если выполнить систему экстремального регулирования 
с расчетом на то, чтобы частоты пробных колебаний на входе 
принадлежали к этой последней полосе, то представляется 
возможным умепьшить амплитуду этих пробных колебаний 
без опасения потерять эти колебания среди помех. Следо- 
вательно, в общем случае пробные функции должны скла- 
дываться из составляющих, достаточно быстрых для того, 
чтобы не смешивать ихс колебаниями дрейфа элементов 
системы, и в то же время досгаточно медленных для того, 
чтобы не смешивать их с высокочастотным шумом. 


Анплитуді 
пр 


Полоса 
Тола 2 Гаатот 
іи пробных. 
колебаний 
косса 
оо 


регулирования Полоса высокочастотных помех 


— 
0 Частота 


фик. 121 


Эти соображения о влиянии шума оттепяют трудности, 
возникающие при разработке обоих типов оптимальных 
систем регулирования, рассмотренных в предыдущем раз- 
деле. В системе первого вида, в которой вход изменяется 
по закопу пилообразиой функции, в качестве управляю- 
щего сигнала для реверса используется производная по 
времели-о? выхода. Вели выход содержит случайные поме- 
хи, то при дифференцировании по времени влияние относи- 
тельных амплитуд высокочастотных составляющих возра- 
стает; таким образом происходит сужение полосы частот, 
пригодных для использования в системе оптимального ре 
зирования. Это серьезный недостаток. Второй вид систе- 
мы экетремалыюго регулировапия, в котором применяется 
непрерывная синусондальная пробная фупкция, требует 
1ее широкой полосы частот, свободных от шумов, так 
как, помимо изменения низкочастотной составляющей Ха, 
имеется синусоидальное колебание с собственной, более 
высокой, частотой . Таким образом, если объект регули- 
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рования обладает лишь узкой полосой частот, свободных 
от помех, то ни одну из двух рассмотренных до сих пор 
систем оптимального реғулирования нелегко применить. 
Более пригодна так называемая позиционная система экс- 
тремального регулирования, к рассмотрению которой мы 
и перейдем. 


15, 4, Позиционная система экстремального регулиро- 
вания. В позиционной системе экстремального регулиро- 
вания изменение входа осуществляется по тому же закону, 
970 ив рассмотренной выше системе оптимального регули- 
рования первого вида, т. е. вход изменяется с постояиной 
скоростью при периодических переключениях направления 
его изменения. 

Существенное улучшение состоит здесь в способе выра- 
ботки сигнала реверсирования. Реверс входа должеи про- 
изводиться, когда выход минует его максимум и умепьшитея 
до величины, близкой к амплитуде рысканья. Именно это 
обстоятельство используется для осуществления реверса 
входа. В главных чертах это можно выполнить следующим 
образом. Мерой величины выхода у* служиг некоторое 
электрическое напряжение. Это напряжение приложено 
к пластинам конденсатора через вентиль, позволяющий 
только заряжать конденсатор и препятствующий его раз- 
рядке. Тогда напряжение на конденсаторе следит за выходом 
у* вплоть до достижения наибольшего значения. Когда же 
величина входа х перейдет за ее оптимальное значение, 
выход`у* начнет убывать. Но напряжение на конденсаторе 
будет оставаться равным его панбольшему значелизю, между 
напряжением на конденсаторе и напряжением выхода будет 
существовать разпость напряжений о, Эта разность папряже- 
ний о будет расти до тех пор, пока выход не достигнет зеличи- 
ны, равной амплитуде 1* рысканья. В этот момент сработает 
реле, которое и произведет реверс, и одновременно конден- 
сатор разрядится до папряжения, соответствующего зна- 
чению у* в этот же момент. В итоге действие системы опти- 
мального регулирования можно представить в виде графи- 
ков, изображенных на фиг. 125. 

Амплитуда 4% рыскацья и потеря 1)* на рысканье свя- 
заны здесь тем же соотношением (15.2). Крайние значения 
входа попрежнему равны + |“ А*/&, а скорость изменения 
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входа, как ираньше, равна21/ 1% //Т7*. Очевидно, что выход 
позиционной системы экстремалького регулирования обла- 
дает только одной существенной частотой, определяемой 
периодом Т* рысканья, а реверс выполняется без приме- 
нения дифференцирования, Таким образом, эта система 


Твики реверса направления 


«Внейения входа 
= 7 
о — + 
З 4 
а 
уч 2р", Потеря на рысканье 
1 2 Е Е 4 5 
0 + 
Ди 
5 величина выхода 
5 3 4 О 
4: Кринпмесное 
в о аниценив 
Разность мен барян арсенот а 
ниями на конденоторе и : 
шзмеритела взкодп 


Фиг. 125 


специально приспособлена для объектов регулировапия, 
имеющих узкую полосу частот, свободную от шумов. Даль- 
нейшего усовершенствования систем экстремального регули- 
рования в этом направлении можно достичь, производя 
переключение входа не непосредственноот о, разности между 
напряжениями на конденсаторе и на измерителе выхода, 
а по интегралу от и по времени. В этом случае высокочастот- 
ные помехи будут подавлены и появится возможность даль- 
нейшего уменьшения амплитуды рысканья и потерь на 
рысканье без случайных реверсов входа. 
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15. 5. Влияние динамических явлений. Рассуждения, 
проведенные в предыдущих пунктах, велись в предполо- 
жении, что вход и выход системы связаны соотношением 
(15.1), не зависящим от скорости изменения входа или от 
высших производпых от входа. Это предположение спра- 
ведливо, если реакция выхода на вход является мгновен- 
ной, т. е. происходит без малейшего запаздывания, Но это 
невозможно пи в одной физической системе, ибо всегда 
существуют инерционные и другие динамические явлепия. 
Поэтому мы должпы рассматривать выход џ*, определяемый 
соотношением (15.1), как фиктивпый «потенциальный вы- 
ход», а пе действительный выход, измеряемый соответствую- 
щим прибором. Величина у* равна у только в тех случаях, 
когда постоянная 7* времени цепи стабилизации оптималь- 
ного режима неограниченно возрастает. Соотпошение меж- 
ду переменными у” и у определяется динамическими явле- 
ниями. Но мы уже убеждались в том, чго такие динамиче- 
ские явлепия можно достаточно точпо аппроксимировать 
с помощью линейной системы. 

При примепенин экстремальното регулирования к дви- 
гателю внутреннего сгорания, что сделали Дрэйпер и Пи, 
потенциальный выход существенно совпадает с индика- 
торным средним давлением двигателя, тогда как истин- 
ным выходом служит действительное средпее давление 
двигателя. Динамиче скпе явления здесь обусловлены глав- 
пым образом инерцией поршня, кривошипа и других подвиж- 
ных частей двигателя. При малых изменениях режима двига. 
теля эти динамические явления можно описать с помощью 
линейното `дифференциального уравнения с постоянными 
коэффициентами. Так как мы условились отечитывать вели- 
чины входа и выхода от точки оптимума, где вход равен хо, 
а выход-- у», то физическая потенциальная величина выхода 
равпа /*-|- у», а физнческая ипдикаторная величина его равна 
у4 0. Таким образом, соотношение между физическим 
потенциальцым выходом и физическим индикаторным вы- 
ходом можно записать в виде операторного ъ‘уравнейия 


оъ уи), 
й 2 


где функция ЁҒ, обычпо выражается отношенисм двух 
многочленов по степеням оператора 0/4. С точки зрения 
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преобразования Лапласа Р,(5) является передаточной 
функцией. 

Линейпую систему, преобразующую потенциальный 
выход в индикаторный выход, используемый для управ- 
ления изменением входа, условимся называть выходной ли- 
нейнсй частью цепи экстремального регулирования. Тогда 
Е. ($) представляет собой передаточную функцию выход- 
ной линейной части. Однако в тсх случаях, когда влияпием 
динамических явлений можно препебречь, т. е. когда 5= 0, 
потенциальный выход равен индикаториому выходу. По- 
этому мы получаем условие 

Е, (0)=1. (15.10) 
Следовательно, так как у, — реличица постоянпая, мы 
можем упростить вид операторпого уравнения, связыва- 
ющего потенциальный выход с индикаторным выходом, 
т. е. представить его в виде 


=ғ.(2) у". (18.11) 


Подобпым же образом .мы можем ввести и «потен- 
циальный вход» х*, который представляет собой вынуж- 
дающую функцию, вырабатываемую системой экстремаль- 
ного регулирования, по не является истинным входом х. 
Соотношение между х и х* определястся инерционными и 
динамическими свойствами системы управлепия входом. 
Эту систему управления входом мы будем называть входной 
линейной частью пепи оптимального регулировапия. Потен- 
циальный вход х* и истипный вход х связаны оператор- 
ным уравнецием 


у 


4х». (15.12) 


Таким образом, 2; (5) представляет собой передаточпую 
функцию входной линейной части. Ё, (5) связана условием 

Е, (0) =1, (15.13) 
подобным условию (15.10). В результате мы можем на- 
чертить блок-схему полной системы экстремального регу- 
лировапия (фиг. 126). Нелинейными звеньями этой систе- 
мы служат задатчик входа, посредством которого разы- 
скивается точка оптимума, и сам объект регулирования. 


23 цяи-Сюз-Сьнь 
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Следовательно, общее соотношение между входом х и 
выходом у определяется системой уравнений (15.1), (15.11) 


Входная линейная: бъет Выходная линейная 
часть регулирования Часть 
Вхоё Я Вохид 
Я а аа 
ок (9) (4 2 
х, в()= ия ув) У 


| "ИрнатеЛЬ оттиналынод 
режима 


(забатчин өходау 


фиг. 126 


и (15.12) и характеристикой выбранного задатчика вход- 
ных колебаний. Например, если задатчик входа выполнен 


г 2 
а 
а 
П . 
| | 
›| Потери нарынаны, 0 
р : 
ПТК 1778 7 
5 я 
У у т Приведенная" 
валичино выхода 
А 
:. Нрипичеокое значение разности напржепий 
0 т Ы П 2 Н 
8 + 


о 


Разписттьиопрялкеныї теходу “Момент реверса направления 
{ поновее О измеритьлом воздуха изменения входа 


Фиг, 127 


по схеме позиционпого устройства, рассмотренного в пре» 
дыдущем разделе, то потенциальный вход х* изображает- 
ся пилообразной кривой с периодом 2Т и амплитудой а 
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(фиг. 127, а). Введем обозначение 
5: (15.4) 


Тогда х* можно представить с помощью разложения в 
ряд Фурье 


8 1 5 Г? 
У (0-1 аят зіп [еп 
В Я ВН 2а41 
а 2 2 
50-107 етв [е е ] 0515) 


В силу общего соотпошепия (2.16) истинный вход х, 
определяемый уравнением (15.12), можно подсчитать по 
Формуле 


а 1 21+ 
п: 2 
5 5 я [246 2 ви, е 


1 Еа] 
в (- іа) 5 


Потенциальный выход #* определяется уравнением (15.1). 
С помощью соотношения (15.16) получим 


16а сои — 
м1" у у, тат) Рейт < 


п=0т=0 


х [в (еы ур, (2 ь, уема РВ 


Е (29 А) ГА ( Е №) етт) о! — 


1 и 


Вт (15.16) 


= ғ, ( Е 2 и) в, (21 и) е-@-ту ә а. 
(ьул, (2071 оета). 
(15.17) 


23* 
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Вновь применяя соотношение (2.16), найдем, наконец 
индикаторный выход у, определяемый уравнепием (15. 1} 
в виде 


ве (ру 
5 5 6 Ол+10 0н) Х 

ее але й Не я 

Е т-т) в Е, (“= І в.) КЄ слага Гени. 

0-00) (2 о) (О, )ух 

Же @-т) ое | Е (п+т А Ту, (— 28 й ух 


хл( – а аон (15.18 


2 


Соотношения (15.17) и (15.18) яспо показывают, чт‹ 
период Т рысканья выхода равен лишь половине период: 
колебания входа. Қонечно, этого и следовало ожидать 
если иметь в виду параболический характер основног‹ 
соотношения между входом и выходом. 

Потерю Р на рыскапье мы пайдем с помощью средне 
го по времени значения переменной у, учитывая, что здест 
выход отнесен к его оптимальному значению у, Как сле 
дует из соотношения (15.18), среднес значение равно сум 
ме второго и третьего слагаемых в правой части этогс 
соотношения при т = п. Таким образом, принимая во вии 
манӣе равенство (15.10), имеем 


р вн 


Это соотношение легко проиллюстрировать па частном 
примере, заметив, что в отсутствии динамических явлениї 
|. В этом случае сумма ряда находится легко р 
р= р* == ав [3 = А*[3, что совпадает с (15.2). Соотноше. 
ние (15.19) показывает также, что среднее значение вы: 
хода и величина потери на рысканье независимы от вы 
ходной линейной части. Это, конечно, следовало пред: 


(15.19 
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видеть, так как установившаяся величина выхода опре- 
деляется входом х и не зависит от динамики выходной 
линейпой системы. Динамика выходной линейной части 
сказывается лишь в виде мелких колебаний выхода. 
В случае двигателя внутреннего сгорания установившимся 
значением выхода служит мощность двигателя. Динамика 
выходной линейиой части определяется инерцисй подвиж- 
пых масс. Мощность двигателя, естественно, пе зависит 
от инерции его подвижных масс. 

В общем случае передаточных функций входной и выход- 
ной частей числовой подсчет выхода и с помощью соотноще- 
ния (15.18) связан с довольно большими затруднениями. 
Однако в любой прикладной задаче экстремального регу- 
‘лирования период Т рысканья обычно принимается до- 
вольно большим, с тем чтобы избежать высокочастотных 
помех. Тогда динамические явлелия не будут сказывать- 
ся в сильпой мере, хотя они и не будут пренебрежимо 
малыми. Другими словами, мы можем допустить, что от- 
ношения постоянных времени входной и выходной линей 
ных частей к периоду рысканья малы, и вести дальней- 
шее исследование в соответствии с этим допущением. 
Например, если входная линейная часть аппроксимирует- 
ся системой первого порядка с постоянной времени т,, 
т. е. если 


Вет {15.20) 


2:5 * 


причем т; мало по сравнению с Т, то безразмерная вели- 
чина т;о, также мала. При этом условии несколько пер- 
вых соответствепных гармоник в разложепиях (15.15) и 
(15.16) будут попарно иметь практически одинаковые 
амплитуды, что отвечаст соотношению (3.14). Единствен- 
ное различие между этими соответствениыми низшими 
гармопикамн в разложениях перзменных х* и х заклю- 
частся в появлении фазового сдвига, определяемого вели- 
чипой т,. Поэтому при удаленных от точек реверса зпа- 
чениях д* и х, в области которых кривизна кривых х* ({) 
и х(() мала, а сами зпачения х* и х определяются глав- 
ным образом несколькими первыми гармониками, кривая 
х(1) отличается от кривой х*() лишь отставанием 
по оси времени на величину т, и не отличается от нее по 
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величине. При переходе от х* к х наблюдается сглажи- 
вание угловых точек, но общая форма кривых не меняет- 
ся, что и видно па фиг. 127, а. Если аппроксимировать 
системой первого порядка с постоянной времени т, также 
и выходную лилейпую часть, то подобным же образом 
мы установим, что при переходе от у* к у общая форма 
кривых не меняется, но кривая у будет отставать от кри- 
вой у* по оси времени на зеличину т,, что и показано на 
фиг. 127, 6. 

Подсчитаем потерю ңа рысканье при входной функции, 
изображение которой определяется равенством (15.20). 
Тогда, в силу равенства (15.19), 


Р = х вли Гопи су" 
г [5 от 0 2 ФЕ + 
тю; 1 я 
С 75 деи 
но 


учитывая хорошо известное разложение гиперболического 
котантенса, приведенное на стр. 146, получим 


С ры 1 <. 


о 


‘5 


У П я 
рота (З) 9 


В результате, используя выражение (15,14) для периода 
Т, придем к окончательному равенству 


р=% [1-12(%) +8 (У (ав тв) |. 


(15.29 
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Если постоянная т; времени значительно меньше периода 
Т, то гиперболические котангенсы приблизительно равны 
единице и, следовательно, 


оорун (Уо оо 


2 


Амплитуду а входа можно выразить через скорость 
пробиого изменения входа и период Т, и поэтому в 
позиционной системе оптимального регулирования, при 
входной линейной части первого порядка с постоянной 
<; времени, соотношения (15.21) и (15.22) определяют потерю 
Р на рысканье в фуикции скорости пробного измепения 
входа и периода Т рысканья. На основании этих соотно- 
шений можно было бы предиоложить, что потеря на рыс- 
кане убывает с ростом постоянной времени входной 
линейной части. Однако такое предиоложение обманчиво: 
при некотором определенном, зависящем от соображепий, 
связанных с шумом и помехами, значении критической раз- 
ности о напряжений, от которой происходит реверс входа, 
период Т рысканья и, вследствие этого, амплитуда а окажут- 
ся бӧльшими при непулевых значениях т, и х, чем при 
нулевых их значениях. В итоге произойдет пе уменьшение, 
а увеличение потери на рысканте. 


15, 6. Расчет устойчивости режима, В любой системе 
автоматического регулирования свойство устойчивости озна» 
чает, что система будет сохрапять свое расчетное качество 
даже при наличин внутренних и внешних возмущений. 
В предыдущих главах мы рассмотрели способы обеспечения 
устойчивости в обычпых следящих системах и других более 
общих системах автоматического регулирования. В си- 
стемах экстремального регулирозания существенная часть 
процесса регулирования заключается в надлежащей коор- 
динации пробных колебаний та входе с отработкой системы 
на выходе для того, чтобы удерживать выход в достаточно 
близкой окрестности от точки оптимума. На этот процесс 
поисков точки оптимума не должны влиять ни внутренние, 
ни внешние возмущения. Если это свойство обеспечено 
благодаря удачному проектированию системы, система ра- 
ботает устойчиво. 
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Как было описано выше, в системе экстремального регу- 
лирования с «запоминапием» максимума входной сигнал 
вырабатывается в процессе зарядки и разрядки конденсатора 
от напряжения, характеризующего величину выхода. Ре- 
вере входа происходит каждый раз, когда разность о между 
индицируемым напряжением выхода и напряжением на 
конденсаторе достигает за счет убывания выхода крити- 
ческой величины. 

В момент реверса входа напряжение на конденсаторе 
за счет его разрядки падает до значения выхода, иидика- 
торного в тот же момент. При наличии дипамических явле- 
ний влияние постоянных времени входной и выходной 
линейных частей приведет к тому, что выход будет продол- 
жать убывать даже после подачи сигнала реверса входа. 
Тогда напряжение о будет вновь возрастать и упадет лишь 
после того, как выход достигнет величины, соответствующей 
моменту подачи сигнала реверса входа. Этот процесс изо- 
бражен на фиг. 127,6. Возникновение такого ложного поло- 
жительного напряжения и в промежутке между моментами 
1и2 (фиг. 127) нежелательно из-за угрозы ложного срабаты- 
вания задатчика пробных колебаний входа в этом проме- 
жутке времени. 

Чтобы уменьшить в значительной мере это положитель- 
ное паразитное напряжение, разрядка конденсатора, вы- 
полняемая в момент реверса входа, производится до папря- 
жения, более низкого, чем мгновенное индикаториое наиря- 
жение. Таким образом, на протяжении некоторого проме- 
жутка времени после разрядки конденсатор заряжается 
от индикаторного напряжения выхода. Емкость конден- 
сатора и сопротивление электрической цепи подбираются 
таким образом, чтобы напряжение ва конденсаторс начало 
приближаться к индикаторному напряжению выхода, когда 
выход опять начинает возрастать. Кривые изменения на- 
пряжений показаны на фиг. 128. Тем самым достигается 
значительное умельшение опасного ложного положитель- 
ного напряжения (фиг. 128, 6) и улучшается устойчивость 
системы. 

Мы уже отмечали, что возможности уменьшения ампли- 
туды рысканья и потери на рысканье ограничены влиянием 
помех и шума в системе. Здесь мы вновь сталкиваемся 
с задачей об устойчивости работы системы: мы стремимся 
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избежать ложных сигналов реверса входа, появляющихся 
из-за действия помех. Такие ложные сигналы будут воз- 
никать при слишком малых значениях критической разности 


0 = 6 
а 
Напряжение У а) 
на конденсаторе: напряжение выхода 
7 Точна реверсанаправльния 
изменения входа. 
2} 
бо т 1 
`Полониительная крилшчвсная 
+ разность напряжений, 
} момент реверс входа 
Фиг. 128 
У 
0 —1 
Выход йез шумов 
У 
ое — 
а Монимальная 
критицеская 
о разность 
напряжений. 


Фиг. 129 


напряжений, от которой осуществляется реверс. Это пока- 
зано графически па фиг. 129, где на выход у наложен 
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высокочастотный синусоидальпый шум. Легко видеть, что 
если критическая разность напряжений слишком мала, 
шум породит ложные сигналы реверса входа. Чтобы система 
работала устойчиво,критическая разность напряжений долж- 
на превосходить амплитуду помех. Следовательно, в снете- 
ме экстремального регулирования потеря на рыскание не 
может быть меньше величины, обусловливаемой влиянием 
помех или шума в системе. Разумеется, если бы помеха 
представляла собой в реальных условиях чисто синусоидаль- 
ное высокочастотное колебание постоянной амплитуды, как 
это показано на фиг. 129, то ее можно было бы подавить 
с помощью фильтра и затем работать с гораздо меньшей 
амплитудой рысканья. Если в действительных условиях 
помеха или шум имеют какую-нибудь определенную форму, 
то мы можем разработать падлежащий фильтр для умень- 
шения ограпичений на амплитуду рыскапья, палагаемых 
влиянием этих помеху). 


1) Кэтим требовавиям устойчивости следует добавить очевидное 
требовацие о том, чтобы автоколебания, с помощью которых система 
находит оптимальный режим, были устойчивыми. —Прим, перев. 


Глава ХУІ 


ФИЛЬТРАЦИЯ ШУМА 


Во всех предыдущих рассуждениях, за исключением 
последней главы, мы молчаливо предполагали, что система 
автоматического регулирования не порождает шума и помех 
и что, следовательно, степень точности системы теоретически 
не ограничена. Как мы показали в предыдущей главе, в дей- 
ствительности шум и помехи искажают выходной сигнал, 
используемый в системе экстремального регулирования, 
и обусловливают основные ограничения в таких системах 
регулирования. Но шум и помехи присутствуют в лю- 
бой технической системе, поскольку даже в «идеальных» 
системах имеются термодинамические флуктуации. Их влия- 
нием на действие системы автоматического регулирования 
можно пренебрегать только в том случае, когда полезный 
сигнал является достаточно мощным по сравиению с поме- 
хами. В системах экстремального регулирования для 
уменьшения потерь выхода на рысканье желательно пользо- 
ваться «слабыми» сигналами и, потому задача о влиянии 
шума приобретает первостепениое значение. Поэтому в об- 
щем случае, коль скоро величина управляющего сигнала 
мала по сравнению с величиной помех, влияпием шума 
и помёх пренеберегать нельзя. 

Возмущающее влияние шума на действие системы регу- 
лирования можно свести к минимуму путем введения в си- 
стему надлежашего устройства, которое в возможно большей 
мере подавляет шум без уменьшения мощности полезного 
сигнала. Имелно этот вопрос о фильтрации шума и состав- 
ляст предмет рассмотрения настоящей главы. 

Мы пачнем с изложепия теории оптимальных линей- 
ных фильтров, развитой Н. Винером*} и А. Н. Колмого- 


2) №. Міепег, Тһе Ех!гаро'аНоп, Іпіегро!аіїоп ала Ѕтооіћіпа о 
Зіаїіопагу Тіте Ѕегіеѕ жіп Епріпсегіпв Аррісаїопѕ, Мез Үогӯ, 1949. 


364 Гл. ХУІ. Фильтрация шума 


ровым 1). В заключительных разделах настоящей главы мы 
рассмотрим различные приложения и обобщения этой очень 
сильной теории. В рассуждениях, к которым мы пере- 
ходим, весьма полезны понятия и математический аппа- 
рат теории случайных функций, развитые в главе [Х. 


16.1. Среднеквадратичная ошибка. Пусть ў (1) — управ- 
ляющий сиглал, а т (/) -- шум. Таким образом, на вход 
фильтра поступает величина 


х(9= 0420. (16.1) 


С выхода фильтра снимается величина (7), выраба- 
тываемая по схеме, показашюй на фиг. 130. Если фильтр 


#1) 


+ Фильтр 
|слередатоиной у) 
Р руннцие? ЕС) 
п(0 
Фиг. 130 


является линейным и дифференциальное уравнение, связы- 
вающее выход со входом, есть линейное уравнение с по- 
стоянными коэффициентами, то свойства фильтра полпо- 
стью определяются его передаточной функцией 2 (5). Коль 
скоро передаточпая функция Ё (5) известна, то реакция 
#(Г) фильтра на едипичный импульс определяется соотно- 
шением (2.18). Если функция А ($) имеет полосы только 
в левой полуплоскости комплексной переменной $, то мы 
можем написать 
9 а 


ее: | ее РА) бә. (16.2) 


со оо 


1 


А = 


Тогда выход у (1) от входного воздействия х({), опреде- 


1) Колмогоров А. Н., Изв. АН СССР, сер. матем., 5, 3—14 
(1941). 
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ляемого равенством (16.1), равен 
: 
00 { (оле) 
> 
в предположении, что действие выхода начинается с 


весьма далеких моментов времени. Положив # — 1 == т, пре- 
образуем последний интеграл к виду 


© 
9 0-9) а) (16.3) 
0 
Обозначим через 2{1) желаемую величину выхода, ко- 
торая определяется сигналом {({) и желасмой реакцией 
1: (1) на единичный импульс: 


> 


20-\ Рал), (уат. (16.4) 
0 


Функцию А, (1) можно подсчитать с помощью желаемой 
передаточной функции Ё, (5); мы получим соотпошение 


{ ечк, (0) ас (еч, (ә) дә, (16.5) 


- ә 


аналогичное соотношению (16.2). Поскольку истинным» 
выходом служит функция 1 (0), а не 2(/), ошибка е() 
определяется их разностью и, в силу (16.3) и (16.4), 


ед = 000—200 = 
= {ПНЕ ) (А) 0) с). (16.6) 
0 


Следовательно, квадрат ошибки равеп 


= ево -9ь Ох 
ё 


= 


хуп) Е) (0) аас". (16.7) 
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Теперь мы сделаем весьма важное допущение. Так как 
шум п!) является случайной функцией, его мож- 
но охарактеризовать только посредством статистических 
свойств. Кроме того, в реальных условиях мы заранее 
не знаем, каким будет сигнал } (1), а имеем о нем лишь 
общее представление. Поэтому даже в отношении сигна- 
ла мы можем располагать только данными статистическо» 
го типа. Тогда мы можем оценивать статистическую 
ошибку с помощью среднего по множеству величины е? ({), 
В общем случае это средпее зпачение зависит от време- 
ни #. Но если мы допустим, что случайные функции { (4) 
и п(Ё) являются стационарными в смысле, определенном 
вп. 9.1, то её от времени не зависит. Далее, мы пред- 
положим, что среднее значение как снгпала #(#), так и 
шума л(ї) равно нулю. Тогда из соотношения (16.6) со 
всей очсвидностью вытекает, что уничтожается также 
и среднее значение ошибки е (#). Теперь мы можем ввести 
следующие функции корреляции между сигналом и шу- 
мом, в точпости аналогичные функциям корреляции, вве- 
денным в п. 9.2: 


Те 9-9 = (=), } 
НЕ 2) п) = К.-т), 
п ЭК) = А, (тт), 
пл) =Юи(—“). 
Эти соотношения характеризуют общий случай пеисчезаю- 
щей корреляции между сигиалом и шумом. Очень часто 
Функции К, и Д. взаимной корреляции равны нулю и 
остаются Только’ функции Ю, в А, автокорреляции, 
Функции автокорреляции предбтавляют собой симметри- 
ческие функции аргумента. Функции взаимной корреляции 


не являются симметрическими, а в силу их определения 
удовлетворяют следующим соотношениям: 


„(7 5) В, (е), 
Б, (т) = (7). 
В соответствии с этими соотношениями выражение (16.7) 


для среднеквадратичной ошибки е? можно преобразовать 


(16.8) 


(16.9) 
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= {08,5 и (® в Ия (<) – (7) 


-- А (7) [А (5) = № (0) 0) 
(0—7) (6) [И (т) — В, (7) + 
А-а А7) ас". (16.10) 


Это соотношение служит для подсчета среднеквадра- 
тичной ошибки по функциям корреляции и реакции систе- 
мы на единичный импульс. 

Однако проектировщики систем регулирования предпо- 
читают вести исследование, исходя непосредственно из 
передаточных функций Ё (5) и Ё, (5). Чтобы следовать та- 
хому методу, мы используем изображения Фурье фупкций 
корреляции. Обозначим пзобракелия Фурье функций кор- 
реляцин через Ф, (є), Ф,„ (є), Ф,, (ә) и Ф, (е) соответст- 
венно, определив их равенствами 


1 т А 
Фуа) | Ве, 


Ф (а) = 1 { В, (туей, 
= У (16.11) 


о 
1 р 
Фи) == { Ку (вет й, 
= 
о) В (де. 
В силу симметричиссти функции А,,(#) по аргумепту т 
мы можем написать 


< 


\ В, (3) (ее + ет") &=2 { В, (<) созот ах. 
Д 


Ф, (е) = 


Сравпив это соотпошепие с соотношением (9. 23), мы пе- 
медленно обнаружим, что функция Ф,,(®) действительно 
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является спектральной плотностью сигнала { (1). Подоб- 
ным же образом функция Ф, (ә) представляет собой 
спектральную плотность шума л (і). Кроме того, так как 
функции взаимной корреляции связаны соотношением 
(16.9), легко убедиться, что подобная же связь сущест- 
вует и между их изображениями Фурье: 


Ф (9) = Ф (9), | 
Ф,,(—9)= Ф, (0). 
В силу теоремы об интеграле Фурье формулы обра- 
щения для уравнений (16.11) имеют вид 


(16.12) 


© 


ки {вене одн, 0 
В. (=) ў Ф (а) ч ды, 
9; у (16.13) 


В) веет до, 


о 

Е) ер | © „(ое фо. } 
Подставляя (16.13) в (16.10), мы получим выражецие 
среднеквадратичной ошибки через передаточные функции 
Е ($) и Ё, (5). Например, первое слагаемое правой части 
равенства (16.10) принимает вид 


р ўа ба ў бъ (в) 66-57 ҳ 


хр) А А (7) — № (87) 


= 46$, (6) (80) – сетах 
оо 5 


хув е ае, 
о 
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Но функции Ё (з) и Ё, (5) суть изображения по Лапласу 
т. е. 


функций А (7) и А, (2), 


(16.14) 


Следовательно, это первое слагаемое можно переписать 
в виде 

Е: 

> \ Ф (2) [Р (бо) - Р, (Е №) — Е. (— №] 4. 
Подобным же образом можно преобразовать и другие 
слагаемые правой части равенства (16.10), и мы получим 
окончательно 


ў (Ф, (а) [Е (о) – Е (ДА (о) - Р, (4) 


Ещ 
2 


ЕФ, (а) ЕС бо) – Е, (— 9] Р (о) + 
Я.Ф, (9) Е(— а) ГЕ (о) – А, (а) 
Ф (о) Е (в) Е о) до. (16.15) 


Подинтегральную функцию, заключенную в фигурные 
скобки, можно рассматривать как спектральную плот- 
ность ошибки е (#). В силу соотношения (9.71), последнее 
слагаемое является спектральной плотностыо шума, за- 
держанного фильтром. Очевидно, что лервое и четвертое 
слагаемые подинтегральной функции представляют собой 
вещественные величины, а второе и третье — комплексные, 
Однако на основапни (16.12) эти комплексные величины — 
сопряженные, и поэтому их сумма является величиной 
вещественной. 


16.2. Расчет оптимального фильтра по Филлипсу. Если 
статистические . свойства сигнала и шума заданы через 
посредство различных функций корреляции, то изображе- 


24 Цянь-Сюэ-Сэнь 
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ния Фурье можно подсчитать с помощью соотноше- 
ний (16.11). Тогда, коль скоро вид передаточной функ- 
ции Ё, (5) установлен, для вычисления интеграла (16.15), 
определяющего среднеквадратичпую ошибку, остается еще 
найти только нередаточную функцию Ё (5) фильтра. По- 
этому оптимальтым будет такой фильтр, передаточная 
функция которого будет минимизировать среднеквадра- 
тичную ошибку при заданных функциях Ф,,... и К, ($). 

Прямой метод решения задачи о расчете оптимального 
фильтра заключается в том, что мы задаем целесообраз- 
ную форму функции Ё (5), ко пока оставляем неопреде- 
ленными коэффициенты в выражении этой фупкции. Тог- 
да после подстановки выбранного для Р (5) выражения 
в равенство (16.15) величину её можно выразить в виде 
функции от этих неопределенных постоянных, 

В конечном счете постоянные определяются из усло- 
вия, заключающегося в том, что средпеквадратичная ошиб- 
ка должна достигать минимального значения на множестве 
этих постоянных. Таким сбразом, задача о расчете оптималь- 
ного фильтра сводится к нахождению максимума или мини- 
мума некоторой известной функции. Именно этим путем шел 
Р. С. Филлипе!), разработавший такую теорию оптималь- 
ного фильтра, выбрав передаточную функцию Ё (5) в виде 
дробно-рациопальной функции от 5. Такое выражение для 
функции Е (5) является, конечно, естественным, вытекаю- 
щим из нашего опыта в области лин ых систем. Однако 
фактические вычисления но этому способу довольно трудо- 
емки. По этой причине обычно предпочитают более изящ- 
ную теорию Н. Винера и А. Н. Колмогорова, и мы не 
будем поэтому рассматривать далее теорию Филлипса. 


16.3. Теория Винера—Колмогорова. Теория оптималь- 
ного фильтра, развитая Н. Винером и А. В. Колмогоро- 
вым, осповапа на решении вариационпой задачи примени- 
тельно к интегралу, находящемуся в правой части равен- 
ства (16.15). Пусть передаточная функция Е (5) уже ха- 
рактеризует оптимальный фильтр для данных функций 
и Р, (5). Тогда, образовав фупкцию Р ($) 4- 1($) 


Ф. 


1) Джеймс Х., НикольсН., Филлипе Р., Теорня следя“ 
щих систем, М, 1951, гд. УП. 
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сравнения, близкую к Ё (5), где 1(5) — произвольная ва- 
рнация, и подставив эту функцию в равенство (16.15), 
найдем первую вариацию среднеквадратичной ошибки: 


Ану | п(— 20) (Р в), (6) + 


+. (9) Ф, (о) Ф, (91 
— Р, (в) (Ф, (9) Ф, (а) 46 + 


< 


49 ии в)х 
ХФ, (в) Ф (9) Ф, (ө) Ф, (001 
— В, (— в) [Ф,, (ФФ, (00) бо. {16.16) 


Если функция Р (5) представляет собой передаточпую 
функцию оптимального фильтра, то вариация её должна 
обращаться в нуль при любой фуикции 1(5). Из этого 
условия мы можем вывести уравнение относительно функ- 
ции 2 (5). Однако, прежде чем получить это уравнение, нам 
придется совершить пад уравнением (16.16) некоторые 
важные преобразования, 

Прежде всего отметим, что спектральпые плотности 
©, (в) и Ф,, (ә) суть симметрические функции ю. Прини- 
мая во внимание равенство (16.12), мы видим, что сум- 
ма функций Ф,, Ф, Фи, и Ф,, является четной функ- 
цией от ®.. Поэтому мы имеем основание ожидать, что 
эту сумму-Ф можпо представить в виде произведения 
двух сопряженных множителей: 


Ф (о) = ©, (0) Фи (0) + Ф,, (6) 4-0, (ы) = (м) У (— №). 
(16.17) 


По определению фупкции Т (5) ее полюсы и пули лежат 
в левой полуплоскости плоскости комплексной перемен- 
ной $, следовательно, полюсы и нули функции Ф(— $) 
лежат в правой полуилоскосги этой плоскости. По, в силу 
требований устойчивости, передаточная функция фильтра 
может иметь нули только в левой полуплоскости 5. Таким 
образом, Р (5) и 1($) суть функции, имеющие полюсы 


3 


372 Гл. ХУІ. Фильтрация шума 


только в левой полуплоскости $, а Ё(— 8) ит(—$— 
функции, имеющие полюсы только в правой полуплоскости. 

Таким образом, класс функций, к которому должны 
принадлежать фупкции 2 (5) и (5), ограничивается тре- 
бованиями физического характера. Уяснив себе это об- 
стоятельство, перепишем (16.16) в виде 


Е 


= К (уш В) х 


х [оул (ы) – б ВЫ ды 
Еа { (06) (0) {Ею 2. 


Е (—{®) [у (9) -- Фу» (ә)] 
Рио ӘЛ) ды, (16.18) 


Однако пе все из вторых слагаемых в фигурных скоб- 
ках в правой части последнего равенства имеют важное 
значение. Пусть # (5) и К (5) суть функции с полюсами 
в левой полуплоскости комплексной переменной $, кото- 
рые при больших $ имеют порядок 1/5", п> 1; тогда 


{ Н(а)К (№) =: фно Каз, 


ә 


где второй интеграл берется по замкнутому контуру, об- 
разованному мнимой осью и полукругом, охватывающим 
правую полуплоскость комплексной переменной = (фиг. 
131, а). Но особые точки функций Н (5) и К(ѕ) лежат 
вне этого контура и, следовательно, величина этого ин- 
теграла равна нулю. При интегрировании произведения 
Н(— №) К(— іе), особые точки которого лежат в правой 
полуплоскости 5, контур интегрирования можно выбрать 
так, чтобы он охватывал левую полуплоскость $ (фиг. 
131, 6). В этом случае опять-таки контур интегрирования 
не содержит особых точек и интеграл равен нулю. 
Но при интегрировании функций Н (іє) К (— ә) или 
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Н(— №) К (№) внутрь контура интегрирования уже попа- 
дут некоторые особые точки, и соответствующий интеграл 
будет отличен от нуля. Таким образом 


} ибо) кво = { (іа) Кі) 0. (16.19) 
А 29. 
Плоскость 
номллексной 
И 
Ы в 
О П а * 
.. 
М А 
\ Р е 
Полюсы Полюсь 
находятся находятся 
в этой полу. в этой полу- 
ат и 
а б 
Фиг, 131 
Но 


( Н()К( іо) фә = 0, | 
у (16.20) 


{ мег) (оао 0. } 


Учитывая эти выводы, разобьем функцию 
Е. (5) Ф„ (51) 1 ( 3) 


на две части. Одну из этих частей построим так, чтобы 
она имела особые точки в левой полуплоскости $, и обо- 
значим ее символом [|,, а другую так, чтобы она имела 
особые точки в правой полуплоскости $, и обозначим ее 
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символом [ ]› т. е. 
а (і) А2 (=)+ $); 1 _ 


г) 
[ Ру (; и {Фи + Фи; о) Е; (6) Фи (о) Ф; (0)) 
т тс» т С) 


(16.21) 


Тогда, в силу равепств (16.19) н (16.20), равенство (16.18) 
можно переписать в виде 


58 21. \ п-т) х 


ра 
в в) + Ф, (а 
х (Рб) Ч (б) [ое ДЕЕ А ЗЕГЕ 
ЕШ $ (а) Со) х 
оу Ф. Фр б 
ХР) № (— 1») — а (16.29) 


Коль скоро функция А (5) действительшю является пе- 
редаточной функцией оптимального фильтра, вариация ёе? 
должна уничтожаться при любых вариациях я (5). Следо- 
вательно, величины, заключенные в фигурных скобках 
в правой частн уравнения (16.22), должны уничтожаться. 

Это условие определяет оптимальную передаточную 

Еу (8) {Фу (8/0) 


фупкцӣю 
ў Фын И! во: 
9 = а Я Г (16.23) 


Таково решение задачи об оптимальном фильтре, найден- 
ное Н. Випером и А. Н. Қолмогоровым. Так как функ- 
ция 3 ($) имсет пули только в левой полуплоскости 5, 
то фупкция Г (5) будет иметь нули только в этой же левой 
полуплоскости 5. Таким образом, Ё(5) представляет собой 
устойчивую передаточную функцию. Операцию выделения 
из функции 


ғи 10,2) го С) Сә 
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части с полюсами в левой полуплоскости $ можно вы- 
полнить также аналитически. В самом деле, 


И ООВ 
Р (= цур {е} Пи, ав 
2 че 16.24) 


В справедливости этого соотношепия легко убедиться 
путем интегрировапия по определенному контуру на пло- 
скости комплексной переменной •. Выбор же из двух 
соотношений (16.23) и (16.24) того, которое используется 
дая фактического подсчета оптимальной функции # (5), 
зависит от конкретной задачи. Однако, как правило, го- 
раздо легче исходить из соотношения (16.23). Во всех 
случаях свойства оптималыюго фильтра полпостью опре- 
деляются заданием передаточной функции Ё, () и спек- 
тральных плотностей Ф,, Ф,„, Ф,, и Ф»,, сигнала и шума. 
Когда шума нет, из (16.17) следует, что Ф.Ф, = 
=Ф,,-=О и ХФ, (5) = (#0) (—25). Тогда, как и следо- 
вало ожидать, / (5) — 2. (5), и ошибка е(Ё} всегда равна 
нулю. При паличии шума функция Ё (5) отлична от 
функции Ё, ($), и уничтожить средпеквадратичпую ошибку 
нельзя даже с помощью наилучшего фильтра. 

Операции выделения из некоторой функции части, 
имеющей полюсы в левой полуплоскости ѕ, можно дать 
и другое истолкование, Как следует из преобразования 
(16.2), мы можем рассматривать Р (№) как изображение 
Фурье реакции /(?) па единичный импульс. Это соот- 
ношение доставляет также способ подсчета реакции й (1) 
по частотной характеристике Ғ (ію). По благодаря влиянию 
множителя еі в подинтегральной функции в правой части 
(16.2) контуры интегрирования на плоскости комплексной 
переменной ® имеют различную форму при лоложитель- 
ных и отрицательных ё, что изображено на фиг. 132. Если 
передаточная функция имеет полосы только в левой полу- 
плоскости плоскости комплексной перемеппой $, то функ- 
ция Р (1%) имеет полюсы только в верхней полуплоскости 
комплексной перемепной ы. Гели Р (5) имеет полюсы только 
в правой полуплоскости 5, то Г (№) имеет полюсы только 
в "нижней полуплоскости о. Таким образом, при Ё>0 
коптур интегрирования будет охватывать полюсы функ- 
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цин Р (1) только в том случае, если передаточная функ- 
ция Р (=) имеет полюсы в левой полуплоскости 5; реак- 
ция /({) будет при этом отличной от нуля. 

При # < 0 контур интегрирования ке будет содержать 
ни одного полюса фупкции Ё (ію) только в том случае, 
если все полюсы передаточной функции Г (5) лежат в ле- 
вой полуплоскости 5, и тогда А (#) = 0. С другой стороны, 


Контуринтегриро- 
‘вания при {>0 
{охватывает веркнкю 
палуплоскость) 


Плоскость. қ 


комплененоя МА Контуринтегриро- 
переменной о) < вания при ї<0 
(охватывает нижнюю 
полупиосность} 


Фиг. 132 


если передаточная функция Р(5) имест полюсы в правой 
полуплоскости $, что соответствует здесь случаю неустой- 
чивой функции Р (5), то реакция #(#) будет отличной от 
нуля даже при отрицательных #. Так как импульс по- 
дается в момент {=-0, то, говоря о реакции при отрица- 
тельных &;.мы подразумеваем реакцию, паступающую до 
приложения импульса. Но никакая физическая система не 
может реагировать таким образом. Поэтому мы можем 
рассматривать операцию выделения из данной функции 
части, имеющей полюсы только в левой полуплоскости $, 
как операцию создания физически осуществимой переда- 
точной фупкции, так что (0) =0 при 1<0. Боде и 
Шэннон 1) дали объяснение решения уравнепий (16.22) и 
(16.23), принадлежащего Виперу и Колмогорову, исходя 
из этого понятия физически осуществимой передаточной 
функции, 


1) Войе Н. №., Ѕһаппоп С, Е. ргос, 1ВЕ, 38, 417—425 (1950). 
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Остается выяснить еще одно обстоятельство. Одно из 
предположений, положенных в основу настоящей теории, 
предусматривает возможность представления суммы спек- 
тральных плотностей в виде произведения (16.17), что не 
всегда возможно даже для четной положительной функ- 
ции Ф (о) от о. Чтобы такое представление в виде про- 
изведения было возможно, функция Ф (о) должна удовле- 
творять условию Винера — Пэли 1): 


(16.25) 


В наших задачах функция Ф (є) или сводится к постоян- 
ной, в случае белого шума, или стремится к нулю 
при о —> со. Таким образом, критерий Винера — Пэли тре- 
бует, чтобы стремление функции Ф к нулю при больших 
значепиях о протекало не слишком быстро. Этот критерий 
допускает фупкции типа ®`", однако при функциях, ве- 
дущих себя при больших ® подобно е-№ или е-е, инте- 
трал расходится и соответствующую функцию Ф (о) уже 
нельзя представить в виде произведения двух комплексно- 
сопряженных функций. К счастью, спектры практически 
встречающихся сиглалов и шума в общем случае ‘явля- 
ются дробпо-рациональными функциями от ©?. Поэтому 
представление спектральной плотности в виде произведе- 
ния (16.17) обычно оказывается возможным, 


16.4. Простые примеры. В качестве простого примера 
зададим зледующее выражение спектральной плотности 
сигнала 


Ф (ш) таа р (16.26) 


Что касается шума, то мы будем считать его белым, Тогда 
его спектральная плотность сводится к постоянной, т. е. 


Ф аъ = л. (16.27) 


2) Раіеу В. Е, А, С., Мїелег \., Роцісг Тгапзіоттз іп һе 
СотрІех Ротаія, Атег. Маіћ. Ѕос. СоПодцішт РиЫісаііоп, хо]. 19, 
р. 17, 198. 
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Функции взаимной корреляции, следовательно, равны нулю, 
как и их изображения Фурье, т. е. 


Ф„=Ф„,=0. (16.28) 


Пусть требустся построить оптимальный фильтр для 
дифференцирования сигнала, т.е. Ё, (5) = $. Прежде всего 
заметим, что 

(145) + пло 


Гоя 


Ф (0) = Ф, (о) @,,(9)= 
Таким образом, 


у риа риа 
+ (1-9 (900—9) = БӘН. 


Представление этой функнии в виде произведения двух 
сопряженных функций мы можем получить, пепосред- 
ственно используя ее вид. Принимая во внимапне, что 
функция Ш (5) имеет нули и полюсы только в левой полу- 
плоскости комплексной переменной 5, мы можем немед- 
ленно записать Ж (5) в следующем виде: 


у (3) Аа Утик уг. 


Тогда 


Е;(8)Ф,, (ит = 


5 

а У) ву Игра ИТТ) 
дув сър 
фуз пу Ира у тя 


где А, В, С и Р — постоянные. Очевидпо, что часть, ко- 
торая имест полюсы только в левой полуплоскости $, 
определяется первым слагаемым, откуда следует 


< Ө] 45+8 
ТЯ детти тку 
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Подсчитав А и В, найдем окончательно 


ое 
1 
Е (5) = у т Э) С 


Е 
1 
Пе У Ла; НАЕТ) 


(16.29) 


Таково выражение для передаточпой функции оптималь- 
ного фильтра. С уменьшением шума п—>0 и функция 
Е (5) приближается к идеальному виду. 

Рассмотрим другой интереспый пример, соответству- 
ющий случаю очень высокого уровня шума при слабом 
полезном сигнале. Пусть шум будет опять белым, а его 
спектральная плотность Ф„„ равна 


Ф (в) = 1. (16.30) 


Здесь опять отсутствует взаимпая корреляция между шу- 
мом и сигналом н равенства (16.28) остаются в силе. 
Пусть сиектральтая илотность сигнала задана выражением 


Ф, (а) = (о), (16.31) 


где ё — малая величина, а (ә) — четная функция от ө. 
Обозначим через К (5} часть фупкции Ф (5/2). которая имеет 
полюсы только в левой полуплоскости $, т. е. 


ко 8), 


Тогда, так как Ф (є) — чстная функция от о, 


е“ \ #0) е! ды, (16.32) 


ев 


Є 2)=к( (9 К(8) (16.33) 
и 
Ф (ы): Е (РӘ) ( о) = рф) = 
= 1 ГАК РАКС). (16.34) 


Поэтому, обозначив через Р, (5$) функцию, определяющую 
желаемое преобразовапие сигнала, передаточную функцию 
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оптимального фильтра найдем ‘из соотношения 
в ($) 
Галана к Е (16.3 
гв ГРЕК (8) -` к 


Мы получили здесь второе приближение при малых / 
Первое же приближение еще проще: 


Р) [Р (№)].- (16.36 


Конкретизируя рассматриваемый пример, зададим спер 
тральную плотность сигнала в виде 


(о 


и пусть Ё, (5) = 5; тогда при малых А 

Е 1 
2У2 афу: 
Этот результат служит подтверждением равенства (16.29. 
для того чтобы получить одно из этих соотношений и 
другого, нужно положить п достаточно большим и вь 
брать А = 1/4. 

Таким образом, при сильном шумовом воздействи 
наблюдается весьма большое отклонение вида передато‹ 
ной функции оптимальюго дифференцирующего фильтр 
от-ее вида в идеальных условиях и эта оптимальная пе 
редаточная функция совершенно непохожа на функци: 
Е, ($) = 5, 


Е ($) = — 


16.5, Приложения теории Винера--Колмогорова. Ге 
мимо простых примеров, рассмотренных в предыдуще 
пункте, теория Винера — Колмогорова имеет много очен 
важных приложений. В настоящем разделе мы останс 
вимся па некоторых из них. 

Упреждающие фильтры. На вход таких фильтров пс 
дается величина х (ї), представляющая собой сумму пс 
лезного сигнала {}({) и шума (2). С выхода фильтра сни 
мается величина у(!), которая служит наилучшим прь 
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ближением полезного сигнала не в момент Ё, а в момент 
#- а, где а - положительное число. Таким образом 


Е (8) =“, (16.37) 
Зададим теперь сигнал в виде случайной функции пере- 


ключения. Тогда, в силу соотношения (9.50), спектраль- 
ная плотность этой функции выражается в виде 


1 
= тр. (15.38) 


Спектральная плотпость шума в предположении, что шум 
белый, имеет вид 
(16.39) 


Так как взаимная корреляция отсутствует, получаем 


(14-08) + 2252 


Ф( Т(у Ч (—№ю) = 9 
Поэтому 
у (й) = Ут т пі 
откуда следует, что 
Руы) Фә) _ ове 


(С) ИТЕ но) 


В этом случае для подсчета передаточной функции ХА (5) 
следует воспользоваться соотношением (16.24). Прежде 
всего, при # > 0, 


е9) ды е Ња) 


ЕКЕТ (апы) лу 
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Отсюда, учитывая (16.24), получаем 


Итак, в окончательном виде оптимальный упреждающий 
фильтр с временем = упреждения определяется переда- 
точной функцией 


(8) = (16.40) 


(ИТ) (Ирле пз) ^ 


Фильтры запаздывания. Действие фильтра этого типа 
подобно действию упреждающего фильтра с той разни- 
цей, что в данном случае время з «упреждения» отрица- 
тельно. Но пепосредственное приложение предыдущих 
преобразований к данному случаю не приводит к успеху. 

Действительно, не сушествует линейпой системы ко- 
нечного порядка, которая бы в точности являлась опти- 
мальным фильтром запаздывания. Более прямое решение 
можно построить, исходя из аппроксимации 


У 


К ($) = 228 = $ а<0 (16.41) 


(у целое число). Таким способом мы придем к аипро- 
ксимации оптимального фильтра запаздывапия. 

Следящая система при наличии шума. Пусть Ё, ($) ~ 
передаточпая функция прямой депи, а Р, (5) — передаточ- 
ная функция цепи обратной связи следящей системы, схе- 
ма которой изображена па фиг. 133. Пусть функция Р, ($) 
определяет желаемое преобразовапие пад сигналом. Зада- 
ча заключается в пахождепии оптимальной фупкции А, (5) 
при задапных функциях Ё, (5) и Ё, (5) и заданных св 
ствах сигнала и шума. Как вытекает из схемы системы, 
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показанной из фиг. 133, передаточная функция системы 
имеет вид 
Ре) 


Р (9 = е0) 


Но, согласно общей теории, оптимальная передаточная 
функция Ё(ѕ) определяется равенством (16.23) или 
(16.24). Зная #(5), мы можем подсчитать оптимальную 


Фиг. 133 


передаточную функцию Р, (5) цепи обратной связи с по- 
мощью выражения 


И (16.42) 


Следящие системы, содержащие источники шума. Выше 
мы исходили из предположения, что источник шума нахо- 
дится впе самой следящей системы и что сама следящая 
система не тенерирует шумов. Однако очень часто шум 
геперируется внутри самой следящей системы. Например, 
система, схематически изображенная на фиг. 134, подвер- 
жена действию внешнего шума и (/) и, кроме того, пахо- 
дится под влиянием внутреннего шума т (#), исходящего 
от измерителя выхода или же представляющего собой 
возмущение на выходе. Пусть, как и выше, Ё, (5) — пере- 
даточная функция прямой цепи, Ё, (з) — передаточная фупк- 
ция цепи обратной связи и Ғ, (5) — функция, определяющая 
желаемое преобразование пад сигналом. Обозначим через 
5{5), № (5), М (5), У(=) и 2(5) изображения по Лапласу 
функций (2), (0), (0), У() и 2(7) соответственно. 
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Тогда 
Е,(6) 08 (8) М А (890708) М (5) = У (8) 
2(8) = Р, (8) 5 (5). 


Следовательно, изображение Ё (5) по Лапласу ошибки 
е(#) определяется выражением 


Е(8) 08) – 26) тем 
т ом (5) — Ё, (8) 5 (8). 
0 
к У 
п) о) У е7 
Фиг. 13+ 
Обозначим 
Е(5) НЫ: (16.43) 


Тогда. найдем, что 
1 Е(5) = 


аас а 
Я ТР (8) Р (5) 
Е) =И-РЕОНР, (5) 5(8) +, (8) М (8) — Р, (8) (5) — 


— (8) [М ($) + Р, (5)5(5)]. 


Это уравнение показывает, что задача о нахождении опти- 
мальной передаточной функций Р(5} цепи обратной связи 
следящей системы равносильна задаче о построепии филь- 
тра, а изображение 5’ (5) равносильного входного сигнала 
и изображение №’ (5) равносильного шума на входе опре- 
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деляются соотношениями 


($) = 12, (9) — Р, (8)]5 (5)- Е, (8) М (3). | 


Х' ($) = М (5) 2. Е, (8) 5 (5). |708 


Таким образом, задача о разыскалии оптимальной фупк- 
ции Р,(5) свелась к задаче о разыскапии оптимальн 
функции А (5), причем равносильный сигнал и равпосиль- 
ный шум не зависят от искомой функций 2, (5). 

Допу тим, что исходные сигнал и п. ы независимы 
и существует только автокорреляция. Тогда статистические 
свойства определяютея только спектральными плотиостями 
$, Ф ии. С помощью соотношений (16.44) подечи- 
таем спектральтье плотности для задачи о пахождепии 
равносильного фильтра 


Фе (РУК Р, (9ИР, С 9-С 919,0 + 


ЧЕРИ (° ). 
Фи (2) 0 9-2 (--9) 6490, (5), 
Фи (= 91, (0 Р.Ф, (2), (16.45) 


Фи (2) о, (2) АР, Ф, (4%). 


Таким образом, хотя в исходных сигпале н шумах вза- 
имная корреляция отсутствует, в задаче о пахождении 
равиосильного фильтра взаимпая корреляция имеет место 
н определяется спсктральными плотностями Фи’ и Фар. 
Следовательно, функцией, которую мы должны предста- 
вить в виде произведения ҡомплексно-сопряжеппных фупк- 
ций, является, в силу (16.45), функция 


Ф (о) = Он) (т) 
= Е, (іо) Ё, ( - Ф, (ә) Ф, (в) Фиш (ә). (16.46) 


Поэтому па основапии равенства (16.23) оптимальная 


25 цянь-Скэ-Сэвь, 
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функция Р (5) выражается соотношением 


8 
© (5) 
гов 919,0) ) әли ә (2) 
х Масаи 2 нор ЕБЕ 
ч(-У 2 
(16.47) 
Как только функция Г (5) пайдепа, с помощью соотно- 
шения (16.43) определяется и оптимальная передаточная 
функция Ру (5) депи обратной связи: 


ғу 
БЕ 


Е ($) 


х 


(16.48) 


Р6)=7 


Принудительное ограничение мощности. Рассмотрим 
следящую систему, схематически изображенную па фиг. 135 
и предназначениую дия возможно более точного воспро- 
изведення выходной координатой у(1) входной координаты 
НИ =х(0. Пусть А, (5) -- передаточная функция усилителя, 
а Ё, (5) - передаточная функдия исполнительного привода. 
Если техинческие условия на разработку системы требуют 
обеспечения возможно меньшей величины среднего квад- 
рата ошибки е()-= (2) -- (1) и разрешают изменять 
с этой целью передаточную функцию Ё, (5), то во время 
действия системы мощность управляющего сигнала, по- 
даваемого на вход исполнительного привода, может до- 
стичь очень большой величины. Во избежание этого яв- 
ления мы должны потребовать, чтобы средняя мощность 
на входе двнгателя равнялась зарапее заданной величине. 
В данном случае средпеквадратичная ошибка определяется 
выражением 


1 


23 ] Ф, (6) 45. (16.49) 


Средняя мощпость входпого сигнала исполиительного 
двигателя характеризуется среднеквадратичным значением 
управляющего сигнала этого двигателя; эту среднюю 


16.5. Приложения шеории Винера - Колмогорова. 387 


мощность надо поддерживать равной предписанной вели- 
чине 92. Таким образом, 


1 РЕ 
739, \ ТР, (бо) Га 


2 
и | $, (в) аә. (16.50) 


С помощью метода иеопределенных мпожитеней Ла- 


грапжа задачу о разыскапии минимума с? при условии, 
выражаемом соотношением (16.50), можно свести к задаче 


оный — РО 


Принудительное 
ограничение нощнпоти 


Фиг. 135 


о разысканин минимума функций е? 4 22°, где }- постоян- 
лая усилителя. Тогда задача приводится к нахождению 
минимума иптеграла 


ёз [176 ИРС 


— < 


- ПФ, (0): 


2%, (о) | до, (16.51) 


РН) ат 


где 


Р.и) | (16.50) 


ае Ка) Ры) 


Т 


Сравнивая (16.51) с интегралом, паходящимся в правой 
части соотношения (16.15), мы убедимся, что данная задача 
равносильна задаче о фильтре при А, (5) – 1, Ф, = Ф, = 0, 
и при спектральной плотпости равиосильного шума 


Ф (е) 


а 


з. 
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Поедставленне спсктральн 
изведения двух ком 
здесь вид 

Ф(®) = е) (ы 


й [ а и оо (16.53) 


С помощью равенства (16.23) мы придем к следующему 
выражению оптимальной функции Р (5): 


о) 
1 і 
ны [а | (16.54) 
Соотношения (16.52) и (16.54) определяюг персдаточную 
фуикцию Р,(5) оптимального усилителя с точностью до 
постоянной ^. Эта постоянная определяется с помощью 
величины 5“, ограпичивающей его выходную мощность, 
в соответствии с равенством (16.50). 

Мы изложили несколько задач, на когорых, возможно, 
удалось продемоис:рировать широту проблем, решаемых 
применением теории Винера -- Колмогорова. Целесообразно 
отметить, чго с помошью этой теорин можно успешно 
решить задачу о разработке слелящих систем при случа 
ных входах, поставленную в п.9.12. Такая задача в об- 
ласти следящих систем служит еще одиим примером син- 
теза по заданным лическим условиям, что в самом 
общем виде рассматривалось в гл.Х1У. Коль скоро 
имеется в хожносгь установить эти техничзские условия, 
то тем ым полноетыо определяются и характеристики 
оптимальюй системы. Кроме того, построепная таким 
образом система регулирования оказывается липейной си- 


т плотности Ф (о) в форме про- 
лекспо-сопряженных фупхиий нмеет 


стемой, с постояпными коэффициептами, что объяспяется 
специфической особеппостью выбранпых технических усло- 


вий н свойствами объекта регулирования. Таким образом, 
это попятне более спедифической адачи синтеза следящих 
систем является шагом виеред по сравнению с основными 
принципами сиптеза систем с обратпой связью, расемот- 
реппыми в предыдущих главах. Можно, повидимому, 
счигать, что на эго конкретное приложение теории филь- 
тров впервые указали Бсксенбом и Повик 1). 


7 1) ВокъепЬот А. 5., Моч!К Р., МАСА ТМ 2930 (1953). 
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16.6. Оптимальный фильтр, отделяющий полезный 
сигнал от шума. Во многих сисгемах регулирования в03- 
никаст задача о выделении полезного сигнала } (г) в усло- 
виях сильной помехи со сторопы шумов. В таких задачах 
общая форма си пала обычно известна; установить же 
требуется момент Г, времени, в который сигпал достигает 
ожидаемой величины Ё(2,}. Папример, в случае радиолока- 
штонлой системы нам известно, что сигпах представляет 
собой импульс определенной формы. Задача состоит в оп- 
ределепии момента премепн, в который этот сигнал дости- 
тает наибольшей ивтелсипности. Если это наибольшее 
зпачевие сигнала имеет место в момепт времени /,, то 
да наимепьиюе искажение именио в момент &,. 
г оптимальный фильтр нужно спроектировать таким 
образом, чтобы величина },(/} сигпала, прошедшего через 
фильтр, равнялась в момент #, величине {(#,). Следова- 
тельно, связь, палагагемая на фильтр, определяется соот- 
пошепием 


П) = РО) = сопкі. (16.55) 

Пусть "(шум па входе системы, а л, (Г) - - соответ- 

ствующий ему выход, При введении фильтра мы ставим 

своей целью в возможно большей степени умепьшить 
шум и, таким образом, можем написать 


пе (Г) = тіп. (16.56) 


Теперь задача заключается в определении передаточной 
функции Р(5) фильтра или равносильпого устройства 
и реакции й (#)} фильтра на единичпый импульс при задан- 
ных /(0, № и характеристиках №, или Ф, шума при 
условни 


(О 907,0) = тіп, (16.57) 


где А — множитель Лагранжа. В общей форме эту задачу 
решили Задэ и Рагашини 1); перейдем к изложению их 
исследования. 

Допустим, что функцию Ф, (ю) можно представить 
в виде произведения 


Ф. (о) 


(у (— 15), (16.58) 


1} Лайбећ Г. А, Качаза!и! 1. В. Рос. Т К. Ё.. 40, 
1223— 1231 (1952). 
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где функция № (5) имеет нули и полюсы только в левой 
полуплоскости комплексной переменной 5. В связи с этим 
удобнее рассматривать усилитель в виде последовательного 
соединения двух усилителей, причем первый из них обладает 
передаточной функцией ІАЕ (5), а второй — передаточной 
функцией @ (5), и оба этих усилителя последовательно 
соединены с фильтром, как показано на фиг. 136. Эта 
система равиосильна исходпсй системе. Последние две 
передаточные фупьции объединим п одну передаточную 
функцию Р’ (5): 


Е (5) = (5) Е (8), (16.59) 


которой отвечает реакция /'() на единичный импульс. 
Входом блока, описываемого передаточной функцией Ё' (5), 


хо 


АЕ ВЕНЕ х 
+ 5 ыр 
Е га Е Ег 
К 465) я | Ко 
| 
аа) и. 


КЎ 


Фиг. 136 


служат полезный сигиал (В и шум т (#). Обозначив 
через 5 (№) изображение Фурье сигпала } (2), т. е. 


54)= { Ре а, (16.60) 
найдем, Что г. 
ў (16.61) 


В этих условиях спектральная плотность функции и’ (), 
в силу (9.71), определяется соотношением 
Фи 
сы) С 
Поэтому шум является теперь белым шумом с автокор- 
реляционной функцией 
Рал (5) = 8 (=), (16.62) 
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Соответственно выходы системы суть 


А ОР) (16.63) 


р] 


п, = { м (хут (Е) й. (16.64) 
Го 


Таким образом, среднеквадратичное значение шума на 
выходе равно среднему но множеству функции и (1) или 


= (а {н тр) уи 
0 


ё 


Е В) (7) Коа (т) ат ат". 
о 


о 


Но функция корреляции шума и" (й) определена соотно- 
шением (16.62); следовательно 


п \ 1а Ора, (16.65) 
Ў 


Поэтому с учетом равеиств (16.63) и (16.65) условие 
(16.57) можно преобразовать к виду 


{ра уреа 2 { РРО = = тіп. 
р р] 
Это условие можно переписать в виде 


Р 9ра-02 \ [Р-р = тіп. (16,66) 
о $ 


Но, коль скоро функции /(#) и Ф,„(/) заданы по усло- 
виям задачи, функция [’(!) становится определенной; ее 
можно вычислить с помощью равенства (16.61). Поэтому 
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второй интеграл в левой части (16.66) сводится к посто- 
янной. Первый же интеграл положителен или равен нулю. 
Чтобы сумма в левой части равенства (16.66) достигла 
минимального значения, первый интеграл ЭТОЙ суммы дол- 
жен обратиться в нуль. Но этот иптеграл обращается 
в нуль только в том случае, если исчезает величина, 
заключепная в квадратных скобках в выражении подин- 
тегральной функции, т. е. если 


ВО 0, 250, (16.67) 


что в физически осуществимых системах 
при #4 < 0. Другими словами, оптимальная реак- 
ция па импульс совпадает для положительтых 1 
с изображением /' (1) относительно 1/2. Этот результат 
для белого шума был впервые получен Д. О. Нортом. 

Основываясь па результате, выражаемом рапенством 
(16.67), можпо сразу же выписать передаточную функцию 
Е($) оптимального фильтра исходной задачи, учитывая 
соотношения (16.59) и (16.61): 


Р) ру) е0 рожи цю. (16.98) 


Я) Ш 


Постоянная ^, входящая в последнее равенство, в конеч- 
ном счете определяется задаписм постоянной {({,) (16.55). 
Полученный фильтр весьма похож на оптимальный фильтр 
Винера, определенный выражением (16.24). В самом деле, 
мы можем написать 


55 2 3113 (—5) 
вор [т |, (16.69) 


где символ [ ]. попрежнему означает операцию взятия 
той части функции, заключенной в квадратных скобках, 
которая имеет полюсы только в левой полуплоскости $, 
т. е. операцию превращения передаточной функции в функ- 
цию, физически осуществимую. Выражения (16.68) и 
(16.69), полученные Задэ и Рагаццини, определяют опти- 
мальный фильтр для выделения полезного сигнала. Бла- 
годаря применению искусственного приема, с помощью 
которого задача сводится к разносильной, согласно схеме 
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на фиг. 136, вывод этих выражений для случая белого шума 
значительно упрощается. Такой прием, вообще говоря, 
очепь полезен в том отношении, что с его помощыо удается 
упрощать исследование сложных задач оптимального регу- 
лировапия 


16.7. Другие оптимальные фильтры. Одпо из основ- 
ных предположений, па хотором построена теория фильт- 
ров. разобраитая в предыдущих разделах, заключается 
в стационарном характере рассматриваемых случайных функ- 
ций: как полезного сигнала, так и шума, Эти функции не 
могут быть подлинипо стационарпыми в течение очень дли- 
тельного времени; их стациопарный характер будет нару- 
шаться за счет естественного нзменспия состояния системы 
или же при преднамеренных изменениях ее рабочего режима. 
Вернее предполагать, что случайные входы сохраняют ста- 
ционарныї характер только в ограничеппом интервале 
Т времени. В интервалах же времени. более длинных по 
сравнению с Т, случайные функции пе остаются стационар 
ными. Поэтому если фильтр рассчитан, исходя из допу- 
щения о стациопарном характере слу чайных фу икций, иесли 
характеристнческое время фильтра болыне Т, то действи- 
тельность не будет отвечать теоретическим посылкам и ка- 
чество действия фильтра будет более низким. В таких слу- 
чаях лучше отступить от ‘теоретического «оптимального» 
фильтра и примепять фильтр с мепьшим характеристическим 
временем. 

Более удачпос решение задачи основано на построении 
теории оптимального фильтра с учетом времсни Т. Для этого. 
мы потребуем, чтобы реакция (0 фильтра на единичный 
импульс уничтожалаеь вне интервала 0 << Т. В этом 
случае выход /(1) выражается через вход х(#) посредством 
соотношения 


ЕД 
= { А(2) хл) а. (16.70) 


Как показывает это соотношение, выход зависит от входа 
только на протяжении конечного промежутка времени Т, 
отсчитываемого в обратном направлепии от данного момента. 
Поэтому такие фильтры можно назвать фильтрами с конеч- 
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ной памятью. Фильтры же, рассмотренные в предыдущих 
разделах, для которых Т-—ғо>, являются, таким образом, 
фильтрами с бесконечной памятью. 

Фильтры с конечной памятью рассматривали Задэ и Ра- 
гаццини. Им же?) принадлежит решение задачи об опти- 
мальном фильтре для задачи выделения полезного сигнала, 
подобной задаче, рассмотренной в предыдущем разделе. Они 
решили") также задачу о сиптезе оглимального фильтра 
в более сложпом случас, в котором входной сигиал состоит 
из двух частей: стациопарной случайлой функции и песлу- 
чайной функции, предсгавимой с помощью мноточлена и-й 
степели от і. Эта задача о сиптезе фильтра конечной памяти 
решается па основании следующих критериев качества: 
мы требуем, во-первых, уничтожения средией ощибки, а во- 
вторых, -уничтожения среднеквадратичпой ошибки. Здесь 
уничтожение средней ошибки уже не обеспечивается авто- 
матически из-за влияпия пе пучайной части сигнала, Одна- 
ко данные ими решения этих задач в общем случае трудио 
физически осуществить « помощью простых цепей типа КС. 
В самом деле, даже для более простой задачи фильтров 
с бескопечиой памятью иногда бывает затрудпительно осу- 
ществить решение. определяемое соотношениями (16.68) 
и (16.69). 

Фильтры, применяемые на практике, могут быть лишь 
аппроксимацией фильтров, обесречивающих теоретический 
оптимум. Следовательно, ценность теорегического решения 
состоит главным образом в выяскепии направлепия, в кото» 
ром следует вести проектировашие, и в определении свойств 
идеального образца. 


16.8. Общая задача фильтрации. Разумеется, при 
отказе фт неподходящих в общем случае цепей типа АС 
и при использовании п качестве фильтров моделирующих 
устройств и даже цифровых машин мы все же сумеем при- 
менить на практике сложный процесс синтеза теоретических 
оптимальных фильтров. В этом случае удастся практически 
достичь теоретического оптимального результата. 


1) См. примечание на стр. 389, 
2) Фадей Г. А., Ваварт1 п 1 У, В., Лоцти, Арр1. Рћуѕ., 
2 645—654 (1950). 
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Одпако с привлечением электромеханического вычисли- 
тельного устройства как составной части системы фильтра 
в больщой степепи возрастает сложность всей совокупной 
системы, что может оправдываться только в самых крайних 
случаях. Если система получается очень усложневной и доро- 
гостоящей, то уместен вопрос, действительно ли мы добились 
самото лучшего качества, Пути получепия оптимального 
качества, выявленные с помощью теоретических рассужде- 
ний, проведенных в предыдущих разделах, приводят к опти- 
мальпой системе фильтра лишь в пределах ограничений, 
связатшых с допущениями, на которых основана эта теория. 
Например, из этой теорни следует, что два случайных сиг- 
нала, обладающих одипаковой фупкцией корреляции или 
одинаковой спектральной плотностью, требуют одного 
и того же оитимальпого фильтра, что в пекотором смысле 
связано с известной общностью технических услову 

Конечно, если бы мы располагали ббльшими статисти- 
ческими данпыми о сигнале, а не только зпали его спект- 
ральпую плотносіь, мы былин бы в состоянии различать 
эти два сигнала и смогли бы улучшить конструкцию опти- 
мального фальтра путем использования таких дополнитель- 
ных данных. Тогда мы смогля бы достичь качества, даже луч- 
шего ло сравнению с тем, которое возможно при так назы- 
пасмом «оптимальном» фильтре. Очевидно, что такой обоб- 
щепный подход к задаче о синтезе фильтра непременно 
потребует и болес разработанной теории вероятностей, чем 
та, которой мы пользовались. Здесь может иметь важные 

приложения и недавно сложившаяся наука—теория инфор- 
мации. В. этой области начало было заложено таким «веро- 
ятностным» направлением в задаче об отделении полезного 
сигнала от шумаї). Но многое остается еще сделать. 

Теория Винера—Колмогорова об оптимальном фильтре 
основана на критерии среднеквадратичной ошибки. При- 
меняя этот критерий, мы делаем существенный упор на 
уменьшенне до минимума больших ошибок, не уделяя зна- 
чительного внимания малым ошибкам. Однако во многих 
случаях мы больше заинтересованы в возможно более зна- 


1) См., например, УМооймата Р, М., рауіеѕ І. Е.., 
РНИ. Мав., 41, 1001—1017 (1950): Ргос, ТВЕ, 39, 1521—1524 (1951); 
Јошт. 15. Еїес. Ела. 1.опбоп, 99 (3), 37—51 (1952); $ Таё1егу 
Т.а. Ргос. 1ВЕ, 40, 1232-1236 (1952). 
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чительном уменьшении часто повторяющихся ошибок и пас 
в меньшей степени обеспокоят большие, по не частые 
ошибки. 

Возможно также, что фуикция распределения вероят- 
ностей будет иметь резко несимметричный характер и сред- 
нее значение будет в значительной степени смещено по отно- 
шению к максимуму этой фуикции. 

В таких случаях критерий среднеквадратичной отлибки 
совершенно непригоден. В качестве простого примера обра- 
тимся к задаче Боде и Шэлиона*)о предвидении того, будет 
ли на следующий день хорошая погода. Поскольку яслые 
дни составляют большинство и пе существует дней, кото- 
рые бы знамеповались отрицательными осадками, способ- 
ными компенсировать дни с осадками, функция распре- 
деления вероятностей имеет весьма иссимметричный харак- 
тер. На осповапии этой фупкции средисе значение, опрсде- 
ляемое исходя из мипимума среднеквадратичной ошибки, 
может соответствовать дню с моросящим дождем. Одпако 
для лица, оргапизукицего пикпик, такое предсказание пе 
имеет никакой ценности, Оно заинтересовано в том, чтобы 
знать вероятность настуцления дня с настоящей ясной 
погодой, бо даже малое количество осадков испоргит весь 
пикник. 

Теория оптимального фильтра, рассмотренная в этой 
тлаве, также исходит из допущения о линейности этого филь- 
тра в том смысле, что дифферепциальное уравнение, связы- 
вающее вход фильтра с его выходом, представляет собой 
линейное дифференциальное уравнение с постоянными ко- 
эффициентами. Но это ограниченяе имеет явпо произволь- 
ный характер, н оно надожено только с целью упрощепия 
теории и в расчете на то, что такие фильтры легко синтези- 
ровать с’домошью контуров типа АС. Для систем регули- 
рования с переменными параметрами, как, например, для 
системы регулирования в задаче о наведении ракеты на цель 
(гл. ХПП), такие фильтры, конечно, непригодны. В случае 
систем с переменными параметрами надлежащий фильтр 
также должен обладать переменными параметрами. Если 
фильтр остается все же линейным, так что к нему применим 
принцип наложения, то соотношение между входом и выхо- 


3) Воде М. №. Знаппоп С. Е., работа, цит. настр. 376. 
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дом будет попрежнему определяться реакцией па единичный 
импульс. Но в этом случае эта реакция уже будет функцией 
й двух переменных ѓи Ё*. Перемепная і определяет момент 
времени съема реакции, а {*—момеинт времени приложения 
импуль 
Тогда подсчет выходной величины у(1) по входной ве- 
личиие х(0 производится с помощью соотношения 


#(0= 


аи х) (16.71) 


Следовате, ъпо, задача о построении оитимального филь- 
тра заключастся прежде всего в определении фупкции 
А(2, <) и затем в нахождепии способа физического осущест- 
влепия этой оптимальной реакции на единичный импульс. 


Глава ХУИ 


УЛЬТРАУСТОЙЧИВОСТЬ И МУЛЬТИУ СТОЙЧ ИВОСТЬ 


В предыдущих главах мы рассмотрели методы проекти- 
рования весьма сложных систем автоматического регули- 
рования, позволяющие удовлетворить почти любым на- 
перед заданным техиическим условиям. Копечно, чем слож- 
нее система, тем больше вероятность неправильного сраба- 
тывания системы из-за ошибок в сборке ее или из-за выхода 
из строя отдельных элементов системы. Поэтому в сложлых 
системах автоматического регулировапия исключительное 
значепие преобретает задача обеспечения падежности кон- 
струкции в эксплоатационных условиях. В настоящей 
и в последующей главах мы рассмотрим эту задачу с двух 
различных точек зрелия. 

Настоящая тлава посвящена вопросу о возможности 
придания системе определениой стелени гибкости и способ- 
ности к приспособлепию, так чтобы система регулирования 
сама, без вмешательства человека, автоматически выправля- 
ла случайные и непредвиденные ощибки, допущенные при 
ее синтезе. Таким образом, подобная система автоматическо- 
го регулирования способна «сознавать», как ей следует себя 
вести, и обладает почти гомсостатическим механизмом 
живых существ, благодаря которому опи выживают при 
различных меняющихся условиях внешней среды’), Есте- 
ственно, что это понятие самопастройки в сложной системе 
заимствовано из изучения поведения живых существ, так 
как именно у живых существ характеристики этой само- 
настройки выступают в лаиболее отчетливом виде. Наши 
рассуждения в этой главе основаны на замечательной книге 
У. Р. Эшби?) о происхождении единственной в своем роде 


1) Конечно, слово «сознавать» в дапном с. 
в кавычки. рим. ред. 
2} АЗЬЬУ М. В., Резин [ог а Вташ, Мем Уойк, 1952. 


ас следуст изять 


17.1. Ультраустойчивые системы 399 


способности нервной системы вызывать поведение живого 
существа, отличающееся характером приспособления 
Могут существовать различные мнения о том, как в дей- 
ствитсльности построеп мозг того или иного живого 
существа. Но наша цель состоит просто в том, чтобы 
показать, что с помощью механических средств можно 
заставить систему приспосабливаться. При этом мы 
пе рассматривасм здесь вопроса о том, является ли предла- 
Гаемое механическое решение задачи едииственным или нет. 


17.1. Ультраустойчивые системы. Для простоты рас- 
смотрим пекоторую автономную систему, определяющуюся. 
двумя перемениыми і и м, как это уже встречалось 
в п.10.5. Фазовой плоскостью служит, следователь, 
плоскость переменных и, у» Обозначая через 2 время, 
напишем систему двух дифференциальтых уравнений, 
определяющих поведепие системы, в виде 


ви, Е 

Иер, 99, 

ар 07.0 
арт б 0 


где под зпаками функций |, и р включен дополнительный 
параметр {. Это означает, что функциональное соотпоше- 
ние, связывающее (0.01 и ау, с одной стороны, 
ии и ис другой, определено только в том случае, 
когда задано значение параметра 5. В частпости, пусть 6 
пробегает дискретпую последовательпость значений. При 
этом повёдение системы определяется гсометрическими 
местами” точек (у, 2,) (фазовыми траскториями), причем 
точка (0. #) движется по соответствующей фазовой 
траскторин г направлении, отвечающем возрастанию вре- 
мени; каждос такое геометрическое место начинается 
в различпых пачальных точках па фазовой плоскости. 

В этих условиях очевидно, что число различных форм 
поведения системы равно числу различных значений этого 
параметра (, причем, по условию, С принимает зпачения, 
принадлежащие дискретпому множеству. Пусть, папример, 
от параметра < зависит линейная система, рассмотренная 


в п.10.5 (причем изу и 0), а & может принимать 
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пять различных зпачений: отрицательное, меньшее — 1; 
отрицательное, заключенное между 0 и -- |; равное нулю; 
положительное, заключепное между пулем и единицей, и, 
наконец, положительное, большее 1. Этим пяти значениям $ 
будут отвечать пять видов процессов в системе, графи- 
чески изображенных па фиг. 82—86. Другой пример 


доставляет снстема уравнений 
ад Й А 
а= 9.0) в, | 


2, (17.9) 


ма іа | 


где коэффициепты аз, и», ам И а суть моногонпые 
фупкции параметра *. В этих условиях существует 
столько же различиых сочетаний этих коэффициептов, 
сколько имеется различных значений парамстра <. Каждос 
такое сочетание коэффициентов определяет течение про- 
пессов в системе. 

В некоторых случаях такие системы будут устойчивы 
в том смысле, что вес фазовые траектории будут схо- 
диться к некоторой точке па фазовой плоскости — точке 
устойчивого равновесия. В других случаях эти системы 
будут неустойчивыми в том смысле, что фазовые траек- 
торин будут у яться от точек равновесия. 

Конечио, чтобы процессы в системе протекали удов- 
летворительно, система должна быть устойчиво: 
Мы создадим желасмую снособиость системы к приспо- 
соблению, сели сумеем придать ей свойство автомати- 
чески  отбрасывать исустойчивое течение процессов 
и сохрапять состояния, в которых эти продессы протекают 
устойчиво. Послупим следующим образом: окружним 
желаемую точку равновесия системы замкнутым контуром 
и введем в систему исреключающее устройство, кото- 
рос будст срабатывать так, что значение параметра С 
скачкообразпо изменяется каждый раз, когда фазовая 
траектория пересекает границу этого коптура. Исследуем 
действие такой схемы. Обращаясь к нссдедовацию про- 
цесса, начинающегося в точке Р, па фиг. 137, а, мы 
видим, что этот процесс будет неустойчивым и соот- 
ветствующая фазовая траектория перессчет контур иере- 
ключеция в некоторой точке, которую обозпачим через Р, 
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В момепт пересечения переключатель сработает таким обра- 
зом, что значение параметра 5 изменится на конечную вели- 
чину, в результате чего характер процесса в системе станет 
иным и будет определяться фазовой траскторией, пока- 
занной на фиг. 137, 6. Новый процесс оказывается здесь 


АУ, ГЕД 


2 


ГЕЯ 


Контур 


Фиг. 187 


также неустойчивым, и поэтому состояние системы сме- 
стится из точки Р, в точку Р,, в которой фазовая траек- 
тория вновь пересечет контур переключения. Опять срабо- 
тает переключающее устройство, придавая параметру < еще 
одпо новос значение. В результате поведение системы опре- 
делится фазовой траскторисй, изображенной на фиг. 137, в. 

Но и это поведепие системы, хотя и связанное с на- 


личием точки устойчивого равновесия впутри коитура 
26 цзянь-Сюэ-Сэнь. 
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переключения, не предохраняет систему от ухода изобра- 
жающей точки за пределы контура, что должно произойти 
в точке Р,. Таким образом, переключатель должен сра- 
ботать в трегий раз, после чего поведелие системы будет 
определяться фазовыми траскториями, нзображенными 
па фиг. 137, г. В этих условиях система становится уже 
устойчивой и изображающая точка системы из положе- 
ния Р, стремится к точке Р, равновесия. Этот тип 
действия системы сохранится, так как благодаря устой- 
чивости положения равновесия изображающая точка 
системы не пересечет контура переключения и, таким 
образом, не произойдет возбуждения персключающего 
устройства, призваниого измепять параметр ©. 

Поэтому, чтобы заставить систему автоматически 
нскать усгойчивый режим, отбрасывая неустойчивые ре- 
жимы и сохраняя режимы устойчивые, достаточно лишь 
ввести в систему персключающее устройство и задать 
определенный контур переключения. В остальпом последо- 
вательность персключений может быть совершепно произ- 
вольной. Гели устойчивый режим достигается сразу же 
после перпого переключения, то тем лучше для стабилизи- 
руемого процесса. Но окопчательный результат действия 
переключателя один и тот же, один ли раз сработал этот 
переключатель. или три раза. Система всегда достигнет 
устойчивости. Таким образом, мы оказываемся в состояния 
достичь целеустремленного поведения системы с помощью 
чисто мехапических средств. Такая система автоматически 
сохраняет устойчивость, и пам нет надобности заботиться 
об устойчивости при ее ипроектировапии, ибо она сама 
вайдет ^ состояние устойчивости '). Таким образом, 
такая система обладает свойствами, более сильными, чем 
только, свойство устойчивости, н поэтому, следуя Эшби, 
мы будем называть ее ультраустойчивой. 

Наш пример автопомиой системы с двумя пезависимыми 
переменными можно обобщить на случай системы п перс- 


1 


собой разумеется, что при этом снстеча должна 
быть устойчивой хотя бы при оҳпом из возможных значений 
параметра 2, физечески осущеслвмечых с помошью переклю- 
чающего устройства. В системах структурно неустойчивых, т. е 
неустойчивых при любом $, этог прием не приведет к успеху. 
Прин. перев. 
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менных у, = 1, ... п. При этом соответствующую 
систему дифференциальных уравнений можно записать 
в виде 


а 225 
ЕИН 


а, (17.3) 


где < — параметр, который принимает различные зпачения 
каждый раз, когда фазовая траектория в фазовом про- 
страистве переменных у, пересекает поверхность переклю- 
чения. Под поверхностью переключения в данном случае 
мы понимаем замкнутую гиперповерхиость п-1 измере- 
ний в фазовом пространстве п измерений. Такая система 
также является ультраустойчивой. 


17.2. Пример ультраустойчивой системы. Чтобы 
продемонстрировать дейсл вие ультраустойчивой системы, 
Эшби построил сравнительно простую систему с четырьмя 
независимыми переменными, названную им гомеостати- 
ческой 1). Четырьмя переменными у, И,, ўз И И: служат 
углы отклонепия четырех магнитов, причем движения 
последних сильно демпфированы. Положение каждого 
магнита управляется четырьмя обмотками, каждая из ко- 
торых питается токамн, геперируемыми угловыми поло- 
женнями всех четырех магнитов. 

Благодаря сильпому демифированию магниты вращаются 
нно, поэтому силами инерции можно пренебречь. 
Приравняв движущие моменты магнитов, создаваемые 
обмотками, момепту сил вязкого трения, мы получим 
уравления движения магнитов: 


1 
= (17.4) 


1) Аѕпбу №. В., Біесігопіс Риа., 20, 379 (1948). 
26* 
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В реальной установке абсолютные величипы коэффи- 
циентов 41, 4, --., @а можно изменять ири эксперименте 
путем регулирования токов в обмотках с помощью потен- 
циометра, знаки же этих коэффициентов можно изменять 
посредством коммутаторов, включенных в цепь обмоток. 
Кроме того, одна из обмоток каждого магнита питается 
током черсз посредство переключателя, имеющего 25 воз 
можных положений. При отклопении одпого из магнитов 


готенчоометр 
и 
коммутатор, ау 


Магнит №] 


У * 


25-позощионный 
переаюнатте ль уу 
013 уз аз 


`Поренлючитель срабатывает? 
кождый раз, когда |у,| = 48° 


Фиг. 138 


на 45° в любую сторону соответствующий переключатель 
срабатывает и принимает произвольное повое положение. 
Таким образом, четыре коэффициента среди @,,(#, ј = 1, 2, 
3, 4) могуг принимать каждый одно из 95 зпачений, 
определясмых произвольным срабатыванием четырех иере- 
хлючателей. Для каждого магнита или, лучше сказать, 
для каждой перемешой у, мы можем построить блок- 
схему, подобную приведенной на фиг. 138. 

Таким образом. поверхностью переключения гомеостата 
служит «куб» в четырехмерпом прострапстве с центром 
в начале координат, ребра которого соответствуют угло- 
вому перемещению на 90`. Каждому сочетанию коэффи- 
циентов а;,, задаваемому экспериментатором, соответ- 
ствуют 993 = 390625 сочетаний значепий четырех 
коэффициентов, определяемых положениями четырех 
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переключателей. Поэтому каждой входной настройке 
коэффициентов отвечает 390 625 режимов гомеостата, при- 
чем некоторые из пих будут устойчивыми, а другие— 
неустойчивыми. Вирочем, неустойчивые режимы система 
автоматически отбрасывает. 

Теперь можно продемонстрировать свойство ультра- 
устойчивости. Спазала для простоты рассматривается толь- 
ко одии блок, охвачениый обратной связью па себя через 
посредство единственного переключателя; другие обмотки 
отключены. Поведение одного магиила, изолированного от 
остальных, графически изображено па фиг. 139, где верхняя 


У 


_ Прямая АЫ 
переключения 
— время 


Фиг, 139 


кривая показываег угловое отклонение магнита, а нижняя 
кривая характеризует действие переключателя. В точке О, 
эксперимептатор вручную возмущает движение магпита, но, 
так как положение переключателя случайпо соответствует 
устойчивой системе, это отклонение быстро выправляется. 
В точке А, экспериментатор меняет полярпость цепи обрат- 
ной связи, в результате чего в старом положении переклю- 
чателя система оказывается пеустойчивой и угловое откло- 
нение магнита достигает линии срабатывания переключа- 
теля (прямая переключелия показана на фиг. 139 пуякти- 
ром). Персключатель срабатывает. После одного скачка 
ключа переключателя система стаповится устойчивой, 
о чем свидетельствует результат пробного возмущения 
в точкер.. В точке А, экспериментатор вновь меняет поляр- 
ность цепи обратной связи. На этот раз ключ переключа- 
теля поочередно принимает уже четыре случайных положе- 
ния, прежде чем система становится устойчивой. Об устой- 
чивости состояния системы после четрертого переключения 
свидетельствует результат пробного возмущения, осущест" 
вленного в точке Р.. 
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Перейдем к следующему примеру, в котором мы рас- 
сматриваем движепие двух взаимодействующих магнитов, 
угловые координаты которых суть и; и у. Коэффициент аз, 
устанавливается экспериментатором, а коэффициеп а» 
определяется положением переключателя. Значения всех 
остальных коэффициентов устанавливаются равными нулю. 


8, 


| — прямая порзкличения 
23 


< 7 – Лряналперекаючения 


сана аа 


Фыг. 140 


Каждой настройке коэффициента а: отвепают 25 различ- 
ных режимов, обусловливасмых 25 положепиями персклю- 
чателя. Результаты эксперимента можно графически пред- 
ставить с помошью фаг. 140, где две верхние кривые изобра- 
жают отклонения переменных у, и /›, анижняя кривая харак- 
теризует действие переключателя. Реакция системы па проб- 
ное возмущение, осуществляемое в точке Ру, указывает на 
то, что данпое состояние системы устойчиво, а отклонепия 
4, и у: имеют одинаковые знаки. В точке №, происходит 
измепение знака коэффициента а», что достигается измене- 
нием полярности обмотки магиита с координатой у., питае- 
мой током от магинта с коордипатой у. Это действие при- 
водит к неустойчивости, и в результате отклонение и; дости- 
гает липии переключения. Положение здесь выправляется 
сразу после первого срабатывания переключателя. Как по- 
казывает реакция системы на пробное возмущение, прило- 
жеппое в точке Р, система теперь становиться устойчивой, 
а отклонения у; и у, оказываются различными по знаку, что 
и следовало ожидать. В точке А, знак коэффициента а». 


17.2. Пример ульпраустойчивой системы 407 


опять изменяется и совпадает теперь с его знаком в точке О: 
положение персключателя соответствует при этом пеустой- 
чивой системе. Теперь переключатель срабатывает три раза 
подряд, прежде чем достигается устойчивый режим систе- 
мы. Как видно из результатов испытания, проведепиого 
вточке Р, после третьего срабатывания переключателя 
система действительно стаповится устойчивой, причем оба 
отклопения у: и и, оказываются одного и того же зпака, 


") р, 2, 
Я Е 


—- Прямая переключ 


2. 


р 


—— Время 


+ 


Фа. 141 


В качестве примера способпости ультраустойчивой 
системы применяться даже к непредвиденным условиям 
(т.е. к условиям. пе рассматривавшимся до физического осу- 
ществлелия машипьђ, исследуем поледепре системы при 
обстоятельствах, хариктеризусмых графиками па фиг. 141. 
Здесь рассматриваются движения трех взаимодействуюших 
магнитов, В начале состояние системы устойчиво, о чем 
свидетельствует реакция системы на возмущение, приложен» 
пое в точке О,. Откловепия у; и у, имеют одинаковые злаки, 
а знак отклоления и. им иротивоположеп. Пусть в точке 1 
мы подвергли  гомеостат пеожпданпому воздействию, 
скрепив магниты с координатами р; и у. таким образом, 
что мачипая с этого момепта опи должны двигаться 
как сдно лело. Эта донолнительная связь, наложенная 
на систему, прогиворечит предыдущей установке переклю- 
чателя. Система стаповится пеустойчивой и в результате 
претериеваег большое озклонение, от которого происходит 


408 
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срабатывание переключателя. Далее система последователь- 
но отбрасывает три пеустойчивых режима и только после 
этого достигает устойчивости, о которой свидетельствует 
ее реакция на пробное возмущение, приложенное в точке О.. 
В точке Р жесткая связь между магнитами с коордипатами 
и и и. разрушается и система вновь становится пе- 
устойчивой и требует пового срабатывапия переключателя. 


17. 3. Вероятность нахождения устойчивого режима. 
В предыдущих разделах мы описали характерную способ- 
ность приспособления у. траустойчивой системы, а имепио, 
способность искать устойчивые режимы при любых обстоя- 
тельствах. Но при этом возпикает вопрос: всегда ли увенчи- 
ваются успехом эти поиски устойчивого режима? Какова 
вероятность успеха? В случае автономной системы и пере- 
менных, описываемой системой уравнений (17.3), каждому 
значению параметра 5, принимающего дискретные значения, 
отвечает обычная динамическая система. Следовательно, пол- 
ному диапазону изменения параметра - отвечает пекоторое 
множество автономных динамических систем я переменных. 
Определим вероятность пахождепия устойчивого режима 
внутри поверхности переключения следующим образом. 
Возьмем в фазовом пространстве наудачу точку Р(и,) и окру- 
жим эту точку бесконечно малой окрестностью #/. Тогда 
мы можем найти дифференциальную вероятность йр как 
ту часть множества динамических систем, которая обладает 
устойчивым равновесием внутри объема И. Теперь проипте- 
грируем р по всему фазовому пространству, ограничен- 
ному поверхпостью переключения. В результате получим 
общую вероятность р нахождения устойчивого режима, 
соответствующую заданной поверхности переключения. 

Едва ли жпо отмечать, что фактическое вычисление 
этой общей вероятности представляет собой очепь трудпую 
математическую задачу. Чтобы получить пекоторое пред- 
ставлепие о величине этой вероятности, Эшби провел эле- 
ментарный подсчет для множества линейных систем вида 


ай,» Ре, 95 оа (17.5у 


учае имеется только одпа точка равновесия, а имеп- 
о координат. Вопрос об устойчивости системы 
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решается исследованием характеристического уравнення 
5 Я 
ВА! =: 0, а 


1; і 


Если вещественпые части всех корней ^ отрицательпы, 
то система устойчива. Корень ^ пазылается, как известпо, 
собствепным числом матрицы а;,. Таким образом, вероят- 
ность получения устойчивого режима равна всроятности 
того, что собственные числа матрицы а; „ принадлежащей 
к пекоторому множеству, все будут иметь отрипательные дей- 
ствительпые части. Эшби рассмотрел простейшее возможное 
распределение, а именно прямоугольное распределение, 
В этом случае каждый элемент @;, матрипы может с одипако- 
вой вероятпостью принимать зпачение, равпое любому це- 
лому числу от —9 до -! 9 включительно. Выбор чисел @;; 
был произведен с помошью таблицы случайных чисел. 
При и -1 вероятпость нахождения устойчивого режима 
равна, очевидно, 1/,. Для систем более высоких порядков, 
Эшби проводил исследование на устойчивость с помощью 
правила Гүрвица; результаты его поисков сведены в табл. 3. 
Как следует из этой таблицы. вероятпость р паступления 
устойчивости убываст с повышением порядка системы. 
Приближенно эта вероятность равна (1/,)". 


Таблица 8 


Число | Чуло 


В ней | УСТОЙЧИВЫХ | 
1. Св (в проценгах) 
у —— -——- 
И Боан. Еа 
2 300 77 | 24 
з К 100 | 19 | 2 
4 оор 1 | 1 


Вероятность нахождепия устойчивого режима можно 
повысить, ссли ограничить возможные значения коэффи- 
циептов а,; пекоторой областью их благоприятных зна- 
зений. Пусть, например, все диагональные элементы 
равны нулю или отрицательным числам. Тогда система 
всегда будет устойчивой, если только переменные 
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не взаимодействуют. Вероятность наступления устойчи- 
вости в случае одной переменной, т. е, при л == 1, в дан- 
ных условиях равна, консчпо, едипице. При п==2 эта 
вероятйость равна 3:4. Резульаты соответствующих 
испытаний, проведенных Эшби, приведепы в табл. 4. 


Табли 
зале а наны 
| а 1 Чнело 
| Число иль :  узтойчивых 
я | неныганий $ УСтойчивых случаев 
7 {и процентах) 
и Е =. 
2 120 87 72 
з 100 ББ 55 


Таким образом, вероятность р нахождения устойчивого 
режима системы оказывается более высокой, по, тем не 
менее, убывает с ростом числа переменных. 

Если исходить из этих наблюдений, то представляется 
справедливым мнение о том, что вероятность устойчивости 
произвольно построенной системы нензмеппо убывает 
с ростом сложпости системы. Поэтому вероятность того, 
что сложная система будет неустойчивой, намного более 
вероятности того, что такая система будет устойчивой. 


17.4. Установившиеся поля фазовых траекторий. 
Следуя Эшби, дадим теперь определенное название ре- 
жиму поведения системы, отвсчающему каждой данной 
настройке параметра {. Совокупность траекторий в фазо- 
вом пространстве, характеризующих поведение системы, 
пазовсм полел фазовых траекторий. Различным значениям 
параметра отвечают различные поля фазовых траекторий. 
То устойчивое поле, к которому мы окончательно придем 
после переключений параметра, назовем установиешимся 
полем. Таким образом, действие ультраустойчивой системы 
главпым образом состоит в разыскапии устаповившегося 
поля. Поэтому исключительно важно знать среднее 
число М переключений, необходимое для достижения 
установившегося поля. Это число № определяется очень 
просто через посредство вероятности р нахождения устой- 
чивого режима ультраустойчивой системы. Очевидно, что 
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вероятность достижения устаповившегося поля после 
первого же срабатывания переключателя равна самой 
вероятности р, а вероятность получения неустойчивого 
режима равна = 1 — р. Если переключение происходит 
идеально случайным образом, то вероятность устойчивости 
второго поля попрежнему равна р, а вероятность неустой- 
чивости вгорого поля равна 9. Таким образом, относи- 
тельная вероятность того, что второе поле будет уста- 
новившимся, равна рӯ. Относительная же героятпость 
того, что второе поле не будет установившимся, равна 9°. 
Отсюда мы приходим к выводу, что отпосительная вероят- 
ность достижения устаповившегося поля после т-го 
срабатывания переключателя равна рд". Таким образом, 
средпее число А’ срабатывапий переключателя для дости- 
жения установившегося поля равно 
Ў трут 
„1 (1—92 
5.46 4-0 
У руі 


тта 


Если р очень мало, то в очень болыцих системах число № 
срабатывапий переключателя, необходимое для достиже 
ния устойчивого режима, окажется очень большим. Это 
зпачит, что процесс поисков установивитегося поля будет 
длительным и, повидимому, пойдет по окольному пути. 
Установившесся поле может носить особый характер 
в том смысле. что только небольшая часть фазовых траек- 
торий будет стремиться к точке равновесия, тогда как 
остальные фазовые траектории будут расходиться от точки 
равновесия и пересекать поверхность переключения. Такое 
поле будет обладать свойством установившегося поля только 
в том’елучае, если фазовая траектория, ведущая от исход- 
пой точки па этой поверхпости, окажется принадлежащей 
к первому небольтому множеству траекторий. Мы покажем 
здесь, что такис особые устаповившиеся поля не являются 
для нас благоприятными. Если среди всех возможных полей 
ультраустойчивой системы имеется некоторая часть таких 
особых полей, то число таких полей, пригодных для 
использования в качестве устаповившихся, нампого меньше, 
Чтобы показать это, обозначим через ё часть поверхности 


419 Га. ХҮІ. Ультраустойчивоеть и мультцустойчивость 


переключения, обладающую тем свойством, что фазовые 
траектории, исходящие из точек этой части поверхности, 
будут достигать точки равновссия. 

Например, для полей, изображенных па фиг. 137, а, 6, 
&=0. Для поля, изсбраженного на фиг. 137, в. при- 
близнтельно равно 1:2. Для поля, показапного на фиг. 137, г, 
= 1. Пусть теперь #(#) 4А — часть всех возможных полей 
ультраустойчивой системы, для которой значение ё закяю- 
чено между ё и ё + ае. Таким образом. / (6) представляет 
собой функцию распределепия возможных полей ультра- 
устойчивой системы и, по определению, 


П 


{ло ав 


5 


(17.8) 


Поэтому, так как установившесся поле могут создать 
только те фазовые траектории, которые выходят из 
части Е поверхиости переключения, вероятпость получе- 
ния устаповившегося поля с величиной А, заключенной 
в пределах между ё и ё -- дЕ, равпа &Ё(Ё) 6. Итак, функ- 
ция распределения (Е) установившихся полей связапа 


с функцией /(&) распределения возможных полей ультра- 
устойчивой системы с помощью соотношения 
АР (А 
аи (17.9) 
ее’) ав" 
О 
Очевидно, что 
у 
\ ав = (17.10) 


Таким образом, установившиеся поля отчетливо сгущаются 
в сторону больших значений #, что н показывает график 
на фиг. 142. Следовалельно, особые \становившиеся поля 
встречаются редко Одпако истинпое распределение уста- 
новившихся полей не обязательно совиадает с их теоре- 
тическим распределением, соответствующим соотношению 
(17.9). Причина этого явления состоит в том, зто ва вся- 
коё состояние равиовесия в усгаповившемся поле дей- 
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ствуют случайные возмущения. Если точка равновесия 
в фазовом пространстве лежит очень близко от поверх- 
ности переключения, то даже относительно малое возмуще- 
ние может в некоторый 
момепт вывести систему 
за поверхность переклю- 
чения и тем самым раз- 
рушить данное усгановив- 
шсеся поле. Поэтому, 
чтобы устаповившееся по- 
ле обладало значительной 
вероятностью сохраниться 
под действием случайных б т я 
возмущений, точка равно- 

весия должна распола- Фиг. 142 

таться в цептральной ч. 
сти области, ограниченной поверхностью включення. Папри- 
мер, как показано на фиг. 143, поле в заведомо более устой- 
чиво по сравнению с полями а и б. Поле б содержит как 
точку неустойчивого равновесия, так и предельный цикл. 


Контур 4 
. А 


(К) 
90 


пвреключения 


Фиг. 143 


Чтобы облечь это попятие устойчивости поля по отно- 
шению к случайным возмущениям в форму количествен- 
ных соотношений, введем вероятность с сохранепия уста- 
новившегося поля после одиночного возмущения. Если 
поле содержит только одну точку Р устойчивого равно- 
весия (фиг. 143) и если задана функция распределения 
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случайных возмущений состояния равновесия в точке 
Р, — например функция распределения Гаусса, — то а про- 
сто сводится к интегралу от этой функции распределения 
возмущения, взятому по той части фазового пространства, 
которая охвачена поверхиостью переключения. Если в уста- 
новившемся поле содержится пределыјый цикл 5, то с 
представляет собой среднее значение вероятности сохране- 
ния поля; при этом каждая точка на предельном цикле 
принимается за точку равновесия, а уһазанное среднее 
значение вероятности взвешивается в соответствии с вре- 
менем нахождения системы в соответствующей точке пре- 
дельного цикла. После этого мы можем каждому уста- 
новившемуся полю поставить в соответствие вероятность о. 
Пусть Ф (о) есть функция распределения устаповившихся 
полей по о; тогда вероятность нахождения установив- 
шегося поля со зпачением с в промежутке между с 
и с + 43 равпа $ (с) йз. Таким образом 

1 

{ 0) 

й 
Однако истинная функция распределения установившегося 
поля равпа ф (=), причем 

П 


{ 6) = 

0 
Чтобы выразить Фф (з) через посредство Ф (о), заметим 
прежде всего, что распределение ® (з), являющесся истип- 
ным распределением установившегося поля, пе зависит от 
случайных возмущений. Далее, образим влимапис на то, 
что послє .одпого возмущения зе поля, для которых 
вероятность о заключена между в и о + бз и отпоситель- 
ное число которых составляет $ (з) о, будут обладать 
вероятностью с сохрапепия и вероятностью 1 — е разру- 
шения. Полное относительное число полей, уничтожеппых 
в результате воздействия со стороны одпого случайного 
возмущения, таким образом, равпо 

1 


1-а) (о) в. 


5 


(17.1) 


(17.12) 
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Закон распределения повых установившихся полей отве- 
чает закономерности, справедливой для теоретических 
установившихся полей, т. с. определяется функцией Ф (о). 
“Поэтому полное олиосительное число установившихся 
полей, сохранившихся после одного случайного возмуще- 
пия в промежутке от = до + йз, равно 

1 

аф (е) 4 + (5) до 0 (1-97) 9 (5) йс". 

ё 
Но это относительное число пропорционально ф (а) ао, 
так как случайпые возмущения не влияют па итоговое 
распределение + (=). Таким образом. обозначая через С 


постоянный коэффициепит пропордиональпости, мы можем 
написать 


[5609 < ба - 4] 


0 


909). 


Иптегрируя это выражение по с от с= 0 до з = 1, можно 
показать, что при выполнении соотношений (17.11) и (17.12) 
С равно единице. Поэтому 


1 
оф() (о) {} (1- 299(6) б = (5). 


В этом соотпошении интеграл представляет собой постоян- 
ную, пе зависящую от о. Таким образом, фупкдия $ (о) 
пропорциопальна о (2) /(1— є), так что, принимая во впи- 
мание равенство (17.12), мы будем иметь 


$ (о) (17.13) 


С помощью соотношения (17.13) можно определять 
истиниую функцию распределепия устаповившегося поля 
по тсоретической функции распределения этого поля. Так 
как теоретическую функцию распределения можно вычи- 
слить по фупкции распределепия всех возможных полей 
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ультраустойчивой системы посредством соотношения (17.9), 
то мы можем, по крайней мере теоретически, найти истин- 
ную функцию $ (з) распределения установившегося поля 
по заданным свойствам ультраустойчивой системы. 

{К тому же, как показывает соотношение (17.13), 
истинная функция © (с) распределения установившегося 
поля принимает наибольшие зпачения при больших значе- 
ниях о, и Это явление здесь выражено гораздо более 
резко, чем в случае функции $ (о), что мы и ожидали, 
исходя из наших предыдущих иптуитивных рассуждепий. 
Это явление графически изображено па фиг. 144. Следует 


{а} 
419) Е: 


Ев 


0 Е + 


Фиг, 144 


отметить, что от копкретной формы случайных возмущс- 
ний зависит только функция распределения Фф (о), тогда 
как соотношение между функциями ф (3) и Ф(е), выражен- 
ное равенством (17.13), не зависит от этой формы 
и справеддиво при любом виде функции распределения 
возмущений: 


17.5. Мультиустойчивые системы. Как показано в пре- 
дыдущем разделе, следуст ожидать, что число № сраба- 
тывапий переключателя, необходимое для достижения 
установившегося поля, равно 1/р, где р— общая вероят- 
ность устойчивости полей данной ультраустойчивой си- 
стемы. Так как, по нашей оцепке, вероятпость р убывает 
в больших системах до очень малых значений, число № 
может быть очень большим, Например, если система 
содержит 100 переменных, то р = 1/28 и ү = 219 дъ 1020, 
Даже если принять, что переключатель срабатывает 10 раз 
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за одну секунду, то среднее время достижения устано- 
вившегося поля составит все-таки 3.101? столетий. Столь 
длительное время установления вполне можно считать 
бесконечно большим, и практически ультраустойчивая 
система никогда не достигнет устаповившегося поля. 
Поэтому в больших системах, т. е. именно там, где принцип 
ультраустойчивости имеет важное зпачение для достижепия 
устойчивого режима, —этот припцип оказывается непрактич- 
ным, 

Чтобы поправить положение, мы должны увеличить 
вероятность нахождения устойчивого режима системы, 
Один из способов увеличения этой вероятпости основан на 
компромиссе: система должна быть спроектировапа таким 
образом, чтобы поля ультраустойчивой системы принад- 
лежали к совокупности полей, устойчивых при ожидаемых 
эксплоатапионных условиях. В этом случае при помощи пере- 
ключателя пришлось бы вносить лишь ограниченную на- 
стройку местного характера. Другими словами, синтез такой 
системы осуществлялся бы с помощью обычных методов, 
без применения принципа ультраусчойчивости. Ультра- 
устойчивость и связаппый с ее осуществлением переклю- 
чатель вводятся лишь в ожидании возмущений. Например, 
мы можем разработать автопилот для некоторого самолета, 
исходя из припципов. изложепны в предыдущих главах. 
Но у нас возникает опасение, что при сборке автопилота 
может быть допущена ошибка в устаповке полярности 
управляющего сигпала от автопилота на рулевую машинку 
элеронов: тогда при подаче сигнала на опускание эле- 
рона этот сигнал в действительности вызовет его подъем. 
Если эта ошибка действительно допущена при сборке, 
то автопилот не будет стабилизировать самолет; больше 
того, система самолет —автопилот окажется неустойчивой, 
и движение самолета по крену окажется расходящимся. 
Одпако эту ошибку в сборке можко компенсировать путем 
введения ультраустойчивости самолета в его движение по 
крену. Тогда в схеме подачи управляющего сигнала будет 
предусмотрено автоматическое переключение полярпости 
каждый раз, когда крен самолета выйдет за установленные 
границы, характеризующие контур переключепия, Систе- 
ма, снабженная таким переключателем, стаповится систе- 
мой ультраустойчивой, обладающей двумя полями: одпо 
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из них устойчивое, другое —пеустойчивое. Для достижения 
устойчивого режима необходимо выполнить, самое боль- 
шее, одно переключение, несмотря на то, что состояние 
системы самолет—автопилот может определяться весьма 
больщим числом переменных. Смысл такого компромисса 
заключается в том, что мы не обязаны предоставлять слу- 
чаю все переменные. Мы можем предусмотреть в проскте 
устойчивое действие системы почти при всех условиях 
и в сильлой мере сузить возможный выбор полей системы 
обеспечив меры безопасности только в отношении случа 
ностей, которых мы имеем основание опасаться. Следова- 
тельно, такой подход и служит компромиссом между обыч- 
ными принципами синтеза систем автоматического регули- 
ровапия и принципом ультраустойчивости. 

Когда мы имеем дело с живыми существами, то пельзя 
заранее знать условия, в которых эти существа могут ока- 
заться, и поэтому по отношению к ним не существует воз- 
можности повышения вероятности нахождения устойчивости 
путем сужепия выбора полей, характеризующих поведение 
системы. Эшби открыл другой пуль повышения этой вероят- 
ности. Он заметил, что в очень сложных системах, насчиты- 
вающих больное число перемениых, любое отдельное воз- 
мущение или измепепие режима работы системы непосред- 
ственпо отражается только на относительно небольшом 
числе этих переменных. Таким образом, для этих конкрет- 
вых видов возмущений открывается возможность значи- 
тельпого повышения вероятпости нахождения устойчивого 
режима путем изоляции переменных, непосредственно пре; 
терпевших возмущение, от остальных перемепных системы 
и образованйя из этих изолированных переменных ультра- 
устойчивой системы. Например, если под действием возму- 
щения непосредственио нарушается течепие пяти перемеп- 
ных вместо 100, как мы это полагали в начале настоящего 
раздела, то ожидаемое время нахождения установившегося 
поля системы составит всего 3,2 сек, при тех же 10 срабаты- 
ваниях переключателя в секупду. Таким образом, если удаст- 
ся разбить 100 переменных системы на 20 классов по пяти 
переменных в каждом классе, с образованием из них 20 
раздельных ультраустойчивых систем, то полное время при- 
способления системы к совершенно новой совокупности ра- 
бочих режимов составит 20х3,2=64 сек. Этим будет до- 
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стигнуто огромное сокращение времени понсков устойчивого 
режима по сравнению с временем в 3.101? столетий, требуе- 
мым для этих поисков в случае ультраустойчивой системы 
со всеми действующими соединениями. 

Копечпо, система, образованная из 20 отдельных систем, 
каждая из которых состоит из пяти переменных, не обладает 
гибкостью и богатетвом переходных процессов, присущими 
системе из 100 взаимодейсвующих связанных переменных, 
Однако, если любое возмущение действует только па пять 
переменных, то совокуппость этих раздельных систем по 
пяти переменных можно сделать равпосильной системе из 
100 переменных, если каждый раз группировать перемен- 
ные по всем этим совокупиостям в соответствии с действием 
возмущения. Так, если возмущенные персмеппые суть И, 
9з у» и: И у» то эти пять переменных следует сгруппиро- 
вать в одну ультраустойчивую систему пяти переменных. 
Если же последующее возмущение отражается на перемен- 
ных Уз, 95, Ут» Изв И Уз» ТО ультраустойчивая система обра- 
зуется имепио из этих пяти переменных. Это явление после- 
довательного перегруппировапия переменных в «подсисте- 
мы» (совокупности) в соответствии с условиями работы систе- 
мы Эшби назвал дисперсией режимов. Физически дисперсию 
можно осуществить путем обращения функций [.(9,, #»,..., 
У2) 5). входящих в уравнение (17.3), в пуль при расположе- 
нни точки (41, 0,-.-, У.) внутри некоторой области в фазовом 
пространстве. Тогда эти величины у; будут сохранять 
постояниое значение во времени, а по отношению к другим 
персменным они будут играть лишь роль пробных парамет- 
ров. В пашем примере, рассмотренном выше, при первом 
возмущений точка (уз, И,,..., /.) расположена в такой об- 
ласти фазового простраиства, в которой /,=0 при всех эна- 
чениях #,.кроме значений і=1, 2, 3, 4 и 5. При втором воз- 
мущении [, исчезает при всех і, кроме і=2,5,10,98 и 99. 
Такое поведепие фупкций означает, очевидно, лишь то, 
что для производных @у,/4# существуют различные порого- 
вые значения. Конечно, такие пороговые значения существу- 
ют, как можио ожидать, во всякой физической системе. 
Поэтому физически дисперсия осуществляется довольно 
легко. 

Систему ультраустойчивых подсистем, образовапиую 
с обеспечением возможности дисперсии, Эщби назвал 
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мультиустойчивой системой. Ясно, что мультиустойчивая 
система обладает способностью к приспособлению, при- 
сущей ультраустойчивой системе, ло той простой причине, 
что она образована из ультраустойчивых подсистем. Од- 
нако она отличается от отдельной ультраустойчивой системы 
с равным числом переменпых по продолжительности по- 
исков, требующихся для достижения новившегося поля. 
Мультиустойчивая система обладает гораздо меньшим вре- 
менем установления, благодаря чему принцип ультраустой 
чивости оказывается практически осуществимым. Кроме 
того, мультиустойчивая система, реагирующая на последо» 
вательные возмущения последовательпыми проблыми про- 
цессами приспособления, тем самым срабатывает по этапам, 
т. е. допускает последовательное приспособление. Такое 
поведение повсюду обпаруживается у живых существ. 
Далее отметим, что, так как второй и последующие про- 
цессы приспособлепия системы к некоторому возмущению 
непременно приведут к изменению параметра системы, при 
повторном возникновении возмущения, тождествелного пер- 
вому, в общем случас процесе в системе уже не будет сво- 
диться к воспроизведению процесса приспособления систе- 
мы, протекавшего в системе в ходе первого приспособления, 
В этом, по существу, и состоит дисперсия режимов. Другими 
словами, по мере того, как система становится «старше», 
опа становится И «мудрее», и ее поведепие уже пе ограни- 
чивается лишь воспроизведением процесса, последовавшего 
за отдельным преобладающим возмущением, а способно 
отвечать более широким требованиям. 


Глава ХИШ 


ПРЕДУПРЕЖДЕНИЕ ОШИБОК, В СИСТЕМАХ. 


В предыдущей главе мы изложили методику применения 
принципа ультраустойчивости для придания системе регу- 
лирования свойства нечувствительпости по отношению 
к случайным ошибкам и непредвиденным выходам из строя 
отдельных элементов системы, что связано с введением 
простого устройства для изменения характеристик системы 
при всяком возникновении неустойчивости. Так как ультра- 
устойчивая система будет автоматически разыскивать устой- 
чивый режим, система регулирования, разработанная на 
этом принципе, в действительности будет содержать как 
неустойчивые фазовые поля, так и устойчивые фазовые поля. 
Другими словами, при синтезе ультраустойчивой системы 
мы не лредприпимаем какой-либо попытки провести раз- 
личие между устойчивостью и неустойчивостью и отделить 
пригодные фазовые поля от непригодных. При этом ошибки 
в отработке системы рассматриваются лишь с точки зрепия 
вероятности их возникновения; в других отношепиях они 
не характеризуются никак. В настоящей главемы подойдем 
к вопросу о надежности сложной системы регулирования 
с другой точки зрепия: мы преднамерепно введем в систему 
ошибки и`поставим вопрос о том, как следует запроекти- 
ровать Систему, чтобы она давала удовлетворительную 
отработку, несмотря на ошибки. Иначе говоря, мы желаем 
знать снособ предупреждения ошибок. 

Вопрос о предупреждении ошибок находится в настоящее 
время в начальной стадии своего развития. Задачу о пре- 
дупреждении ошибок мы пока можем рассматривать только 
по отношению к наиболее простым операциям; существующая 
теория полностью принадлежит Дж. Нейману!), и наше рас- 


1) Мецтапп 7., РгораБ1 зе Говіск апі Њће Ѕупіћеѕіз оѓ 
ВеПаБе Отдаліѕліѕ тот ЧитеИзЫе Солтропеліѕ, Ргіпіей поїеѕ ої 
Тесфитез ёїуел аі ће СаШониа Ілѕій шс о? Тесһпојор“, Раѕайепа, 
Саіѓогліа, 1952, 
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суждение в данной главе представляет собой изложение 
работы Неймана. Паше изложение имеет целью ввести 
читателя в эту весьма важную область и отметить необходи- 
мость дальпейших обширпых исследований, 


18.1. Обеспечение надежности путем дублирования. 
Известно, что в общем случае можно повысить надеж- 
ность системы с помощью простого приема дублирования. 


чпу Сә 1 > 


а 


Үз) 


Торалуельнав 
совд:ненцо 
п систем 


Фиг, 145 


Например, если простая система, схематически изображен- 
ная на фиг. 145, а, обладает тем свойством, что при отказе 
в срабатывании эта система не создает на выходе ника- 
кого сигнала, то в целях предохранения против неисправ- 
ности мы можем снабдить систему запаспыми системами, 
тождественными с нею; всстакие системы соединены парал- 
лельно, по схеме, показанпой на фиг. 145, 6. Пусть р— 
вероятность отказа в срабатывания исходДпоЙ системы 
(р—число, заключенное между нулем и единицей); тогда 
вероятность выхода из строя каждой отдельной системы 
в параллельном дублирующем соединении также равна р. 
Если звенья параллельной цепи пезависимы между собой, 
то вся цепь выйдет из строя только в том случае, когда из 
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строя выйдет каждое звено в отдельности. Таким образом, 
вероятность отказа в срабатывании всей параллельной си- 
стемы равна р". Увеличивая число п систем предохранения, 
мы можем достичь очень малой величины этой вероятности. 

Однако в общем случае неисправность одного из элемен- 
тов системы регулирования не приводит к исчезновению 
выходного сигнала. На самом деле влияние такой неисправ- 
ности сказывается гораздо более вредпым образом: система 
все же создаст некоторый выход, но этот выход будет лож- 
ным. В этом случае простое дублирование системы, описан- 
ное в предыдущем абзаце, будет недейственным, так как 
сочетание ложного выхода с правильным выходом достав- 
ляет ложный выход. Отсюда следует, что в противопо- 
ложность случаю отказа при таком неправильном сраба- 
тывании системы вероятность неправильного срабатыва- 
ния параллельной цеии систем равна вероятности непра- 
ВИЛЬНОГо срабатывания одинарной системы и при этом не по- 
лучается никакого повышения надежности. Поэтому задача 
о предупреждении ошибок является более трудной и более 
глубокой, чем это может показаться с первого взгляда, 
Тем ие мепее, как мы увидим ниже, принции дублирования, 
т. е. необходимость увеличения числа элементол, остается 
основным принципом. Задача же заключается в открытии 
новой группировки элементов дпя предупреждения отибки, 
так как простое параллельное сосдинение, показанное 
на фиг. 145, 6, не являстся действенным. . 


18.2. Основные элементы. Для упрощения исследования 
мы не будем рассматривать случай непрерывных входа и вы- 
хода и выберем элементарное звено, вход и выход которого 
могут принимать лишь два дискретных значения, 0 и 1. 
Это означает, что как вход, так и выход или включен (воз- 
бужден), или выключен. Тогда характеристика рассматри- 
ваемого звепа определяется соотношением между состоянием 
входа и состоянием выхода. Будем всегда считать, что звено 
обладает одним выходом, но входов у него может быть 
несколько. Между выходом и входами имеется также неко- 
торое запаздывание во времени в том смысле, что выходной 
сигнал возбуждается лишь по истечении некоторого опреде- 
ленного промежутка времени после возбуждения входов, 
Такое звено обладает свойствами релейного элемента, 
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Для олисания действия этого звена введем четыре вида 
входов: возбуждающий вход, запретительный вход, постоян- 
но возбуждающий вход и вход, который никогда не возбуж- 

з дается (заземленпый вход). Эти 
Возбундающий => входы графически изображают. 
000 ся символами, приведенными 


Запретительный на. фиг. 146. Само же звепо 

вход изображается кружком, по ле- 
Постоянно вую сторону которого располо- 
ыы | > ены символы входов, а по пра- 


Е вую—его единственный выход. 
Заземленный 0—9 В кружке помещена цифра №, 
р означакицая, что для возбуж- 

Фиг. 146 дения выхода число фактиче- 

ски действующих возбуждающих 
входов должно превышать число фактически действующих 
запретительных входов на А или больше, чем на #. Так, на 


оа ее 


фиг. 147, а изображено звено, выход которого включается 
только при включении обоих входов 2и 5; такое звепо можно 
назвать аб-звеном, Нафиг. 147, б показано звено, выход ко- 
торого включается при включении 
или входа а, или входа 2, или обоих 
вместе; его можно назвать а--б-зве 
ном. На фиг. 147, вприведено звено, 
А выход которого включается только 
В -] при отключении входа а; его можно 

назвать 271-звеном. Кстати, если 
рассматривать входы в качестве условий, при которых 
некоторое утверждение справедливо (включено) или не- 
справедливо (выключено}. то три звена, изображенных 
на фиг. 147, определяют три основных операции булев- 
ской алгебры 1). В цифровой счетной машине, действующей 


3) Эти устройства иногда казыпают элементарными логическими 
блоками, Прим. ред, 
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по двоичной системе, эти звенья суть основные опера- 
ционные звенья. Если вычислительные операции необхо- 
димо спабдить памятью, то устройство памяти можно вы- 
полнить на основе второго звена на фиг. 147, охватив его 
обратной связью по схеме, изображенной на фиг. 148. Как 
только вход а возбужден, товозбудится и выход—даже если 
вноследствии этот вход и будет выключен, 


Р (ау 0) 


Соединение Шеффера 
Фиг, 149. 


В дальнейших рассуждениях будет невыгодно строить - 
теорию на этих трех основных элементах. Однако эти три 
звена представляют собой частные случаи одного фундамен» 
тального звена. Рассмотрим соединение, показанное на 
фиг. 149 и называемое соединением или звеном Шеффера. 
Так как два постоянно возбуждающих входа всегда вклю- 
чены, то мы можем исключить их из схемы и представить это 
соединение в форме, показанной на этой фигуре справа, 

Таким образом, выход звена Шеффера оказывается воз- 
бужденным в трех случаях: когда или не включены ни 
а, ни 6, или включен один из входов а илиб; но если вклю- 
чены оба входа—@ и 6, то выход пе включен. Три основных 
звена, рассмотренных в предыдущем абзаце, можно постро- 
ить с помощью звена Шеффера по способу, изображенному 
на фиг. 150.. Конечно, как аё-звено, так иа--б-звено можно 
представить посредством последовательного соединения двух 
звеньев Шеффера; таким образом, запаздывание по времени 
вдвое превысит соответствующее время для а 1-звепа, образо- 
ванного с помощью одного соединения Шеффера. Но так как 
рассматриваемое здесь понятие запаздывания означает 
всего лишь то обстоятельство, что выходы предшествуют 
входам, то точная величина этого запаздывания не имеет зна- 
чения, и потому операции, различающиеся лишь величиной 
запаздывания, мы будем считать равносильными. Ноэтому 
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все три основные операции можно изобразить посредст- 
вом одного звена, образованного с помощью соединения 
Шеффера. 

Такой выбор единого фундамептального звена не являет- 
ся единственным. Помимо соединения Шеффера, возможны 
и другие основные соединения. Однако соединение, выбран- 
ное нами за фундамелтальное, оказывается удобным для 
дальнейшего рассуждения. Мы рассмотрим, прежде всего, 

ав-звено 


а+Ь-звено 


а 


ве звено 
Е 
Фиг, 150 


предупреждение ошибок в операции, представимой звеном 
Шеффера; в результате откроется возможность синтеза 
любой сложной операции, построенной из звеньев Шеффера. 


18.3. Метод сложных сочетаний. Обращаясь к прин- 
ципу дублирования в целях повышения надежности си- 
стемы, заменим каждый отдельный вход связкой входов 
с п индивидуальными линиями. Таким образом, в системе, 
представймой с помощью только одного соединения 
Шеффера, а-входу соответствует п линий, которые обозна- 
чены символами а, 1,9,..., п); Б-входу соответст- 
вуют и линий 6, (2== 1, 2, ..., п), образующих выходную 
связку. Далее, определим дробь 8, где 0 <<, так, 
что если включены или выключены (1 — ё) и линий выход- 
ной связки, то выход рассматривается как включенный 


или выключенный целиком. Если включены или выклю- 
чены 5 линий выходной связки, то выход рассматривается 
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соответственно как выключешый или включенный цели- 
ком. Всякое промежуточное значение считается резуль- 
татом неправильного действия системы. Таким образом, 
5 характеризует критический уровень степени надежности. 
Существо задачи заключается в построении системы из 


а-овязка, 
п линий 


‚Выходнсл 
связка, 
т линий 


Ъ-саязна, 
п линий 


Фиг. 151 


звеньев Шеффера таким образом, чтобы вероятность непра- 
вильного действия ее можно было уменьшить при задап- 
ной вероятпости ошибок во входных связках и при задан- 
ной вероятности неправильного срабатывания отдельных 
звеньев Шеффера. 

В качестве первого приближения к задаче выберем 
одпу линию а, из входной а-связки и одну линию в, 
из входной б-связки и будем считать их входами звена 
Шеффера. Строение такой системы показано па фиг. 151. 
Очевидно, что ссии лключепы почти все линии обеих 
входлых связок, то почти все липии выходной связки 
окажутся выключенными. Если почти все липии обеих 
входпых связок выключены, то почти все линии выход- 
ной связки окажутся включенными. Такой общий харак- 
тер действия полной системы представляется удовлетвори- 
тельпым. Однако при более внимательном исследовании 
оказывается, что это не так. 

В самом деле, для выключения выхода соединения 
Шеффера необходимо возбудить оба входа, поэтому одной 
ошибки в а-связке или в 6-связке будет достаточно для 
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возникновения ошибки в выходной связке. Следовательно, 
в предположении, что выход не возбужден, ошибка выхода 
представляет собой сумму ошибок во входных связках. 
Подобным же образом в предположении, что выход воз- 
бужден, а выключена только одна входная связка, ошибка 
выхода совпадает с ошибкой во входпой связке. В пред- 
положенин, что выход включен, а обе входные связки 
выключены, для возпикновепия ошибки в выходной связке 
требуется одновременное возцикновение ошибки в обеих 
входных связках, и поэтому уровень ошибки па входе 
уже не сохраняется на выходе. Итак, в некоторых усло- 
виях наблюдается увеличение ошибки, а в других — ее 
уменьщение. Такос обстоятельство нежелателыю, так 
как дисперсия ошибок приводит к блужданию числа 
возбуждепных линий выходной связки в неопределенной 
области между Хт линиями и (1 — 8) л линиями, что при- 
водит к повышению вероятности неправильной работы 
системы. 

Для подавления дисперсии ошибок мы можем ввести 
восстанавливиющее устройство системы с помощью сле- 
дующего приема: возьмем каждую линию выходной СВЯЗКИ 
в исполнительном устройстве, приведенпом на фиг. 151 
{исполнительном в том смысле, что агрегат физически 
осуществляет операцию по схеме Шеффера во всей системе), 
и расщепим ес на две линин. Таким способом мы полу- 
чим 20 линий. Затем перемешаем эти 27 линий так, чтобы 
порядок следования их стал случайным. Выбирая после- 
довательные пары лиПий и используя их в качестве вхо- 
дов звена Шеффера, мы опять получим связку И входных 
линий; что схематически показано на фиг. 152. Пусть 
в исходной связке содержится ай возбужденных линий. 
Очевйдно, что относительное число не возбужденных 
выходных линий составляет ол, == а. Тогда относительное 
число а, возбужденных линий равно 


1. (18.1) 


Обозпачим через 2, вероятность возбуждения исходных 
линий. Тогда при условии, что п достаточно велико, 
число а; определит вероятность возбуждения персмешан- 
вых линий. Но пока мы еще не получим восстанавлива- 
ющего устройства, Однако, если соединить два таких 
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устройства последовательно, то вероятность а, возбужде- 
ния линий на выходе такого соединения выразится равен- 
ством 


а, з (1—9) = — а, (18.2) 


Эта система последовательного соединения уже будет вос- 
станавливающим устройством, о чем свидетельствуст сле- 
дующее рассуждепне. На фиг. 153 графически изображена 


ремешивание. 
линий для 


получения 


т линий п линий 


слуйайного 
порядка: 


Фиг. 152 


зависимость между вероятностями а и а. а, равно а, при 
выполпепии равенства 


а 905 а 0, 
Го 
т. е. когда а2,:=0, ъ (У 5—1} или 1. Следовательно, 
если вероятность а, заключена между 0 и 


УЧ б 
9 (0 5—1) = 0.618034, 


ха о БИЕ 
то а, меньше, чем аџ; если же ау лежит между = (И5- 1) 


и |, то а, больше, чем я„ Поэтому действие восстанавли- 
лающего устройства заключается в сдвиге вероятности 
возбуждения выхода в сторопу граничных значений 0 
или | и тем самым в уменьшении диснерсии ошибки, вно- 
симой исполнительным устройством. 

Таким образом, как следует из предшествующих рас- 
суждений, наша система предупреждения ошибок состоит 


430 Га. ХУГИ. Предупреждение ошибок в системах 


из исполнительного устройства, состоящего из п отдель- 
ных элементов Шеффера, к которому подключено восста- 
навливающее устройство, образованное с помощью двух 
последовательно соединенных агрегатов, выполпентых 
по схеме, показанной на фиг. 152; каждый из этих агре- 
гатов состоит из п элементов Шеффера и приспособления 
ия перемешивания линий 

52 в случайном порядке. По- 
П этому для каждого звена 
Шеффера, работающего с 

идеальной точностью, не- 

обходимо развернуть дан- 

ную систему в сложиую 

систему, содержащую Зл 

элементов Шеффера. Мы 

видим, что при всяком за- 

данном критическом уров- 

пе ё и при заданных ве- 


9 У-1 ? © рояткостях возникновения 
? ошибок во ВХОДПЫХ ЛИПИЯХ 
Фиг. 153 и звеньях Шеффера мы мо- 


жем насколько угодно цо- 
высить надежность всей полной системы путем увеличе- 
ния п. Следовательно, в своей основе приппип повы- 
шепия надежности попрежнему заключается в дублирова- 
нии. Однако, как вытекает из пащего исследования в 
этом пункте, мы уже располагаем определенлой мето- 
дикой построения цепи из этих звеньев. Этот копкретный 
метод синтеза надежной в срабатывапии системы из не- 
надежных элементов пазывается методом сложных сочета- 
ний Неймана. 


18.4. Ошибка в исполнительном устройстве. Подсчи- 
таем теперь ошибку системы, построенной с помощью 
звсньев Шеффера по методу сложных сочетаний, описац- 
пому в предыдущем пункте, и посмотрим, действительно 
ли осуществляется в этой системе предупреждение оши- 
бок. Заметим прежде всего, что пепосредствепным источ- 
ником ошибок служит само отделыю взятое звено Шеффера 
как в исполнительном устройстве, так и в восстанавли- 
вающем устройстве. Обозпачим через ғ вероятность воз- 
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никновения ошибки в срабатывании каждого отдельного 
звена, В предположении, что имеется „ параллельно соеди- 
ненных звеньев Шеффера и что эти звенья срабатывают 
‘независимо одно от другого, вероятность неправильного 
срабатывания каждого из звеньев в этой системе попреж- 
нему остастся равной Поэтому в цепи, состоящей из г 
параллель соедипенпых звеньев, в среднем ег звеньев 
будут срабатывать с ошибкой. Это же число представляет 
собой и наиболее вероятное число ошибок в цепи из п 
параллелыю соединенпых звеньев. 

Вероятпость появлепия какого-либо другого числа оши- 
бок будет уже меньше. В самом деле, задача об опре- 
делении вероятпости р, (о, е, 7) возникновения р ошибок 
в цепи из г параллельно соединенных элементов при задаи- 
ной вероятности = выхода из строя каждого звена в от- 
дельности представляет собой классическую задачу о слу- 
чайном выборе. Как известно'), при больших ^ 


Фор в, п) УБУаЯ 


Поэтому распределение вероятности р, (р, є, ^) представляет 


собой пормальное распределение со средним значением ег 
и средним отклонением ИУ ё(Т—е)7. 

Другим источпиком ошибок в исполнительном устрой- 
стве служат неправвльпости в подключении линий от вход- 
ных связок к отдельным звеньям Шеффера. Пусть, напри- 
мер, возбуждено относительное число Ё линий входной 
а-связки (фиг. 151) и относительное число т липий вход- 
ной Б-связки; тогда следует ожидать, что аналогичное 
число линий выходной связки будет запрещено. 

Но если некоторая Линия а в 1-м звене возбуждена, 
а линия б, окажется невозбужденной, то выход і-го звена 
попрежнему останется возбужденным — даже в отсутствие 
ошибки в самом звене. Пусть &- относительное число 
возбужденных липий ВЫХОДНОЙ связки исполнительного 
устройства. Тогда число запрещенных выходных линий 
равно (1 — 5) л. Полное число возбужденных линий во вход- 


1) См., например, Магвепач Н., Мигрћу @. М., Тће Ма- 
{Һешаіісз оГ Рћузісѕ апб Сһепізігу, Мех Үогк, 1943, р. 422. 
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ной а-связке равно &, а во входной ф-связке равно дл. 
Однако число действующих, т. е. правильно подключен- 
ных входных а-линий, составляет только (1—5) и. Раз- 
ность [Е - (1—5)] я представляет собой число недейственных 
линий. Число недействевпых входных б-линий составляет 
ааа. 

Поэтому (1 — 5) ж выходных линий поключены пра- 
вильно, [5 — (1—5) 6 выходных линий не действенны из-за 
неправильного подключения возбужденных линий а-вхо- 
да, [1 —(1— 9] л выходлых линий не действенны из-за 
неправильного подключения возбужденных линий ё-входа; 
наконец, число выходных лин! и, пе действенных из-за нали- 
чия во входах а и 0 невозбужденных входных линий, 
равно остатку 


0101-9 - 8—01 9] 11-01 9л (20—10). 


Таким образом, число возможных действенных сочетаний 
при такой классификации выхода равио г) 


пі 


а 70 О ча иней 


Со стороны входа число возможных сочетаний # входных 
о-линий, из которых ёл возбуждены, а (1 — {) п пе воз- 
буждены, составляет 


т 


(п)! @—9 п‘ 


Число возможных сочетаний п входных 6-линий при тп 
возбужденных линиях и (1—1) п ие возбужденных линиях 
равног. 


Поэтому при относительных числах Ё и у возбужденных 
входов отдельных звеньев Шеффера в условиях их идеаль- 
ной работы вероятность ру возбуждения относительного 


1) См., папример, стр 415 только что цит, работы 
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числа {$ линий на выходе равна 


р т 5 п) = 
= т з 
паа рае) 
ц п! 
(П бай ба яя 
> (блу 0—2) я (и 10 з) а 
а 0109) а 5 01 ре бий 
(18.4) 


Очевидио, что для того, чтобы это выражение имело 
смысл, ни один из четырех классов выходных линий, рас- 
смотренпых несколько выше в этом пупкте, не должен 
содержать число линий, меньшее нуля. Каждый раз, когда 
это условие не пыполияется, вероятность р, падает до 
нуля. Это означает, что р, равко пулю каждый раз, 
когда нарушаются следующие условия: 


1-1>0, | 
1-01-90, | 
4 (1-9>0 р (18.5) 
и 
2-31-42 0. 


Приступим теперь к упрощению выражений в правых 
частях равенств (18.4) в предположении, что я — доста- 
точно большое число. При больших п факториал можно 
приближенно оценить его асимптотическим выражением по 
формуле Стирлинга: 

1 


= И еп, (18.6) 


С помощью равенства (18.6) запишем р, приближенно 
в виде 


луб, ъл) а 


ае 6", (18.7) 
где 
т аа 
а= телу аі) 088) 
28 Цянь-Сюэ-Сань 
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и 
6= (645—1) 100465 0) 6 00—010 (04—00) 
01091 0) 02—89) 0918002810) – 
— 1а 8 (1 818001 5) – тад (1—1) 10 (1 — ә). (18.9) 
Дифференцируя 0 по {, получаем 
2 ПИ 
= пе ТРЕЕ (18.10) 
н 
029 т 1 1 1 
аа = ра я * Е. (18.10) 


С помощью этих равенств мы находим, что при $ == 1 — 8 
09 г Е Е 
9 = = 0. Кроме того, в силу условий (18.5), производ- 


пая 020/912 всегда положительна. Поэтому функция 8 имеет 
единственный нуль, который находится в точке & = 1—1. 
Тогда при очень больших п мы должны рассматривать 
функцию 8 только вблизи ее пуля, что обусловливается 
экспонентой с отрицательным показателем в правой 
части (18.7). Но в нуле функции 6, где 6 = 1 — Е, 

1 1 1 


м тИ—5и- “510. 


Таким образом, вблизи значения 5 = 1 — 4 приближением 
функции 6 служит выражение 


(18.12) 


При большом п величина а представляет собой функцию 
от {, изменяющуюся медленно по сравнению с экспонентой 
в правой части равенства (18.7). Таким образом, мы можем 
взять значение а в точке 5 = 1 — &%, т. е. 


аг (18.13) 


Поэтому в конечном счете прибляженное выражение ве- 
роятности р; (&, 1, 7; п) при очень больших п принимает 
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Отсюда следует, чго р; также представляет собой нормаль- 
ное распределение по отношению к {. Среднее значение 
достигается в точке (1— Е) п, а среднее отклонение рав- 


но УЕ (1) й. 

Преобразуем выражение вероятности р, (Ё, т, © и) 
к окончательному виду путем перехода к непрерывной 
функции распределепия 10 (0; &, 1; п) при больших значе- 
ниях п. Бели Ш (7; &, т;п) 4. представляет собой вероят- 
ность возбуждения числа выходных линий, заключенных 
между и пе 1 = (24-и), то 4: -= 1/0, и эта вероят- 
ность в точности равпа р, (Е, к, 6; п). Поэтому 


1 


ча 


У (ЗБ тул) = пр, УЕ 
{18.15) 


Следовательно, (3; &, 7; п) в общем случае выражает 
вероятность нахождения относительного числа возбужден- 
ных линий на выходе между { и {-- @ при заданных отно- 
сителыихх числах & ил возбужденных ВХОДНЫХ СВЯЗОК. 
Объем этих связок определяется числом т линий. № пред- 
ставляет собой гауссово распределение со средним значе- 
нием 1 — Ёд и средпим отклонением У (7—8) — п/а. 
Этот результат можпо записать и в другой равносильной 
форме” 


та 


РА (18.16) 


гле у обозначает случайную персменпую с нормальным 
гауссовым законом распределения, причем среднее значе- 
ние равно пулю, а средиее отклопение — единице. Тогда 
соотпошение (18.16) означает, что функция { обладает 
тауссовым законом распредедения со средним значением 
1—Ы и средним отклонепием ИЕЕ-т@-— т)/2. Соот- 
ношения (18.15) и (18.16) выражают это же самое обстоя- 


28* 
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тельство. Однако соотношение (18.16) более удобно в при- 
ложениях. 

Телерь мы можем учесть оба источника ошибок совме- 
стно и включить в распределение функции 4, описываемое 
соотношением (18.16), влияние песовершенства отдельных 
звепьев Шеффера. Перепишем приближенное равенство (18.3) 
в виде, аналогичпом равепству (18.16) 


=.“ У( угу. (18.17) 


Вспомним теперь, что наше исполпительное устройство 
содержит два класса звеньев Шеффера. Выход одного из 
видов этих звеньев, по предположению, возбужден; число 
таких звеньев равно 51. Возникновение одной ошибки 
уменьшает число возбужденпых линий па единицу. 

В силу равенства (18.17) ф ошибок в звеньях этого 
вида определяются соотношением 


9 ЧУ эму. (18.18) 


Звенья другого вида в числе (1—4) п предполагаются 
невозбужденными. При возникповении одной ошибки 
число возбужденных линий увеличится па единицу. 
4” ошибок в звеньях этого вида распределены по закону 


о 


ф=в(1-Эт-+у=(-)И-Эну. (18.19) 


Следовательно, разность 9—4 представляет собой до- 
полнительное число возбужденных линий па выходе, 


обусловленное ошибками в самих звеньях. В силу равенств 
(18.18) и (18:19) имеем 


4 – ч=2= (3 к 
БИ) 7Эпу-Уза-этиу. (18.20) 


Алгебраическая сумма последних двух слагаемых в пра- 
вой части равенства (18.20) представляет собой разность 
двух случайных функций, распределенных по нормальному 
закону. Мы увидим сейчас, что эта разность снова изо- 
бражает случайную функцию с нормальным законом 
распределения, 
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Рассмотрим две случайные переменпые 2; и 2,, обладаю- 
щие пормальным законом распределения со средним значе- 
нием, равным пулю, и средними отклонениями с; и әз 
соответственно. Поэтому 


21= 910, 
2,= 9,0. 
Обозпачая еще через 1, (2,) функцию распределепия ве- 


роятностей переменной 21, а через 17, (2,) — функцию распре- 
деления вероятпостей перемепной 2,, напишем, что 


(18.21) 


Считая теперь эти две случайные переменные независимыми 
одна от другой, выпишсм вероятпость одновременного 
нахождения переменной 2, в промежутке между 2; 
и 2,:1-42; и переменной 2, в промежутке между 2, 
и 2, 023: 

№, (21) И (2, 421 2. 


Введем новые переменные х; и хз, определенные посред- 
ством соотношений 


1 
2. (=). > 


Упомянутая вероятпость одновременного нахождения 2; 
и 2, в указанных промежутках в новых переменных при- 


нимает вид, 
Ч, (2 + з) У, (ем) ах, ах, 
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Проинтегрировав эту вероятность одновременного наступле- 
ния указанных событий по х, в пределах от — оо до ©, 
получим вероятность 0 (х,) 4х, где № (х,) представляет 
‘собой функцию распределения вероятностей переменной 
ху=2) -2,. Таким образом, 


Поэтому мы можем написать, что 


(18.22) 


Выполняя подобным же образом интегрирование по х}, 
можно показать, что 


а үу. (18.28) 


Отсюда следует, что разность или сумма двух независимых 
случайных фупкций, обладающих пормальным законом 
распределения вероятностей, опять представляет собой 
случайную фупкцию с пормальным законом распределения 
вероятностей, причем квадрат ее среднего отклонения равен 
сумме квадратов средних отклонений исходных случайных 
функций. Это свойство сохрапепия случайных функций 
с нормальным законом распределепия и нулевыми средпими 
значениями по отношению к сложению и вычитанию 
является закономерным, так как такие фупкции обла- 
дают равными вероятпостями при положительных или 
отрицательных значениях. 
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С помощью равенства (18.22) мы можем записать 
результат, выражаемый соотношением (18.20), в виде 


. 1 Е 
т —9= 2 (1-0 1) пу. 
Пусть величипа (9' -— )/0 = 45 представляет собой поправку 
к относительному числу { на несовершенство звеньев 


Шеффера; в этом случае будем иметь 


(18.24) 


Теперь мы можем сочетать соотпошепия (18.16) и (18.24) 
н записать выражение скорректированного относительного 
числа 5’ возбужденных линий выхода в виде 


севе (0) нр 
=а-+ (ы) 
ъа) 0900,09, (18.5) 


Сумма последних двух слагаемых в правой части равен- 
ства (18.25) является суммой дзух независимых случай: 
ных переменных с пормальным распределением, и, следо- 
вательно, мы можем воспользоваться соотпошением (18.23). 
Поэтому в окончательном виде, применяя символ { вме- 
сто ©, получим с помощью равенства (18.24) 


5=а- 5-2 (ы-3)+ 
ИИ 101—9) +8 1 
р 2005100309 


(18.26) 


где у— случайная переменная с нормальным законом 
распределения, среднее значение которой равно нулю, 
а среднее квадратичное отклонение — единице. Соотноще- 
ние (18.26) характеризует качество срабатывания испол- 
нительного устройства нашей системы, построенной по 
методу сложных сочетаний и определяемой относительными 
числами & и я возбужденных входов и относительным 
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числом 5 возбужденных выходов при вероятности є отказа 


в срабатывапии отдельпых звепьев Шеффера. 


18.5. Ошибки в системах, построенных по методу 
сложных сочетаний. Подечитав вероятность, характери- 
зующую качество действия исполнительюто устройства 
нашей системы, образоваппой по методу сложных соче- 
таний, мы очень легко выполним оставшуюся часть рас- 
чета. Каждый агрегат восстапавливающего устройства, 
показаппый па фиг. 152, в действительности равпосилен 
исполнительпому устройству. Па первой ступени восста- 
навливающего устройства входами служат линии, образо- 
вавшнеся в результате расщепления выходпых линий 
исполнительного устройства. Таким образом, вместо двух 
различных отпосительпых чисел & и т мы встречаемся 
здесь с одним и тем же относительным числом #. Тогда, 
обозначив через в относительное число возб. ждеппых 
выходов па первой ступени, получим, в силу (18.26), 


ЕССЕ И Е 
(18.27) 


Подобным же образом, обозначив через у отпосительное 
число возбуждениых выходов па второй ступепи восста- 
навливающего устройства, получим 


у= (1 3) (е) А ри 
(18.28) 


Первые члены в правых частях равенств (18.27) и (18.28) 
совпадают с первым членом в правой части (18.1). Допол- 
нительные члены возникают за счет несовершенства самих 
звеньев и за счет статистического распределения опибок. 

При любых заданных Ё, т, є и п соотношения 
(18.26) — (18.28) позволяют пам подсчитать функцию 
распределения у, характеризующую относительное число 
возбуждешых выходных линий полной системы соедине- 
ний Шеффера. Мы можем пояснить это обстоятельство, 
обращаясь к виду функции распределения. Так, например, 


28 
І 
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соотношение (18.26) равносильно соотношению 


О т п) 


Таким образом, фупкция 1 (у; Ё, т; й) распределепия 
вероятностей функции у получается путем нитегрирования 
ло $ и р функции одновременной вероятпости по перемен- 
ным $, виз, т. е. 


У (У 5 тл) = 


х 


а 
ў з О) н 9) Х 
п п 


А а 


х ехр 


. (18.29) 


Теперь мы покажем, что при определенных условиях 
имеется возможность достичь путем повышения числа п 
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почти идеального действия системы, образованной по ме- 
тоду сложных сочетаний из звеньев Шеффера. Рассмотрим 
некоторый данный критический уровень 5. Идеальпый 
характер действия требует, чтобы из условия » < ё сохра- 
непия выхода в невозбужденном состоянии следовали 
условия &:> 1—6 и 721—5 возбуждения обоих входов, 
а из условия у> 1-— ё следовала одна из двух пар усло- 
вий: «бит? 1—2 или Ё 1-и ңе д. Пусть п на- 
столько велико, а є настолько мало, чтобы в соотноше- 
ниях (18.26) — (18.28) можно было пренебречь членами 


порядка е и 1//л. Тогда 


фа 1-р ова 1-0 ул 1-р? 
или иначе 
уаз 1— (21 — 212), когда п»1, {18.30) 
<]. 


Пусть теперь Ё = }—а, ч=1-В и а<5, В<8, так что 
Ё>1-5 и т> 1-8. Тогда, в силу соотпошепня (18.30), 
получим 


уа 2 (924 4... 


Отсюда следует, что у = О (82). Подобным же образом из 
(18.30) вытекает, что у= 1—0 (82) при &<8 и 121-58 
или 221—0 и 1<8. Кроме того, (18.30) также показы- 
вает, что у=1— О (ё) при Ё<ё и 1<8. Поэтому при 
малых ви ё и при п-= оо можно добиться идеалытой 
надежности системы, полученной по методу сложных 
сочетаний из звеньев Шеффера. 

Когда п велико, но не бесконечно, расчет оказывается 
довольно громоздким из-за необходимости оценивать инте- 
трал в соотношения (18.29). Хотя асимптотические значения 
этого интеграла можно найти с помощью классических ме- 
тодов, мы здесь не будем запиматься соответствующим расче- 
том. Вместо этого мы приведем один пример, заимствованный 
у Неймана, где 8=0,07, т. е. возбуждение по крайней мере 
93% линий связки определяет положительную информацию; 
возбуждение числа линий, не превышающего самое большее 
7% линий, определяет отрицательную информацию. 

Нейман нашел, что для предупреждения ошибок вероят- 
ность _ неправильного срабатывания отдельных звеньев 
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Шеффера должна быть ниже 0,0107. При = > 0,0107 нельзя 
добигься понижения вероятиости всей системы в целом до 
‘сколь угодно малой величины путем увеличения числа п. 
При ®=0,005 (/,% вероятпости отказа срабатывания от- 
дельного звена) Мейман получил числовые результаты, при- 
веденные в табл. 5. Из этой таблицы видно, что если связка 
насчитывает 1000 линий, то степень надежности системы 
довольно слабая. В самом деле, она меньше исходной надеж- 
ности, характеризуемой вероятностью 1% от е выхода 
из строя. Но при увеличепии числа п в 25 раз достигается 
чрезвычайно высокая степень надежности. 

Методику синтеза сложных сочегапий, рассмотренпую 
в предылущем разделе, можпо без изменений применять 
также и к системам, которые с самого начала строились из 
звепьев Шеффера. Для этого мы заменяем каждый элемент 
Шеффера в исходной системе системой Зп звеньев Шеффера, 
причем каждый из них снабжаем своим исполнительным 
устройством и восстанавливающим устройством. Ошибку 
во всей системе можно подсчитать, исходя из ошибок в от- 
дельных системах Шеффера и применяя способ, рассмотрен- 
ный выше. Практически это вычисление весьма утомитель- 
но. Однако для оценки порядка величины числа п, требуемо- 
го для обеспечения заданпой степени устойчивости, мы мо- 
жем считать всю систему в целом равпосильпой одному 
звену Шеффера и непосредственно применять выводы для 
этого звена ко всей системе, что и будет сделано в следую- 
щем пункте. 


Таблица 5 


а Вероятность неправильного 
Число линий. я и, 


гооо 
2000 р 
3000 р 
5000 ! 
10 000 І 
2000 | 


25 000 


1,2х 1 
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186. Примеры, Чтобы получить представление о вели- 
чине объема требуемой связки, рассмотрим счетную машипу, 
содержащую 2500 электронных ламп. Допустим, что 
в средпем каждая лампа возбуждается один раз каждые 
5 микросекунд. Потребуем, чтобы машина в среднем ра- 
ботала в течслие 8 часов до того, как она допустит одну 
ошибку. В течение этого времени число возбуждений одной 
лампы равно 


1083600 108 


‚76 х №’. 


Будем рассматривать каждую электронную лампу как звено 
Шеффера. Тогда, считая каждую лампу независимой, 
найдем, что требусмая верхняя вероятность неправильного 
срабатывания равна 1/(5,76.10°). 

Но в системе насчитывается 2500 связапных между собой 
ламп. Ошибка в срабатывании лишь одпой из 2500 ламп озна- 
чает, что допушена ошибка яо всей системе. Поэтому, рассма- 
тривая каждую лампу, как один составной элемент системы, 
мы увидим, что заданная лероятпость неправильного сраба- 
тывания должна составлять всего лить 1/2500 от ранее най- 
денного значения, т.е. равняться 1/{2500.5,76 .103)-=7. 10-14. 
Мы видим, что окончательная вероятность пеправильного 
срабатывания имеет ту же величилу, которую мы получили 
бы, рассматривая всю систему, состоящую из 2500 ламп, 
как едипое суммарное звсно Шеффера. Эта возможность 
значительно облегчает подсчет требуемого числа п липий 
в системе, образованной по методу сложных соче- 
таний. . 

Если принять значения критического уровня ё и вероят- 
ности = повреждения лампы, указанные в табл. 5, то для 
спижения ‘вероятности неправильного действия устройства 
до нужного значемия потребуется в соответствии с таблицей, 

`чтобы было и==14 000. Поэтому, чтобы придать машине за- 
данную степепь надежности, потребуется усложнить сис- 
тему в 14 000 раз. Это означает, что каждая отдельная 
лампа в машине подлежит замепе на узел, состоящий из 
За =8 х 14 000—42 000 ламп. При этом машина, первона- 
чалыю содержащая 2500 ламп, превратится в гигантское 
устройство из 105 000 000 ламп. Очевидпо, чтотакой метод 
практически непригоден, 


18.6. Примеры 445 


Обратимся теперь к другому примеру и рассмотрим пра- 
вдоподобное количественное описание устройства нервной 
системы человека. Число пейронов, образующих эту систему, 
обычно определяется как 10. Но, учитывая паличие сина- 
птических концевых узелков и других возможных авто- 
номных «подузлов», мы обнаружим, что это число, без- 
условно, оказывается весьма заниженным, В действитель- 
ности оно в песколько сот раз больше. Примем число 
основных элементов равпым 10. Нейрон может быть 
возбужден до 200 раз в секунду. Но среднее число воз- 
буждений нейрона должно быть гораздо меньшим; примем 
его равным 10 возбуждениям в секунду. Допустим далее, 
что всякая ошибка в действии нашей нервной системы пред- 
ставляет собой серьезное явление и не должна иметь места 
на протяжении промежутка времени, соответствующего 
человеческой жизни. Примем интервал времени, па протяже- 
нии которого такие ошибки отсутствуют, равным 10000 лет. 
В течение этого временн полное чнело возбуждений нервной 
системы, состоящей из 10% элементов, составит 


10х10 000х 31 536 000% 10 = 3,2 х 1025. 


Таким образом, вероягность неправильного срабатывания 
окажется равной 
1 а 
элчоя = 3,2 107, 

Примем вновь допущение о том, что свойства осповпых 
элемелтов ервной системы определяются данными 
табл. 5. Тогда, экстраполируя значения этой таблицы, 
получим, что п=728 000. 

Однако в этот расчет надо внести поправку: если нерв- 
ная система человека действительно образована 28 000- 
кратиым применением метода сложных сочетаний, то число 
основных элемецтов исходиой системы уже пе равпо 1018, 
как мы предположили выше, а в1/(3Х 28 000) раз меньше 1013, 
Тогда вероятность неправильного действия увеличится 
в 3х28 000 раз. С учетом этой поправки вероятность не- 
правильного действия будет равна 2,7Х 107°, Тогда с по- 
мощью табл. 5 найдем, чго п=22 000. Дальнейшее по- 
строение итераций уже не приведет к заметному изменению 
этого числа. 
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Эти примеры показывают, что, хотя наш метод предупреж- 

дения ошибок с помощью сложных сочетаний вполне оправ- 
дывается в применении к микрокомпонентам нервной сис- 
‘темы, в условиях современной техники, он оказывается, 
тем не менее, пепрактичным в области систем автоматиче- 
ского регулирования, существующих на практике. Одно 
очевидное направление будущего развития состоит в умень- 
шении как размеров элемептов систем, так и их мощности. 
С этой точки зрения полупроводниковый прибор представ- 
ляет собой большое усовершенствование по сравнепию с 
электронной лампой. Поэтому метод сложных сочетаний 
может еще оказаться полезным в будушем. Другое направ- 
ление исследований заключастся в более глубоком изуче- 
нии процесса предупреждения ошибок. Метод построения 
нашей основной системы с помощью исполнительного 
и восстанавливающего элементов для каждого звена 
Шеффера не является, в копечиом счете, едипственпо возмож- 
ным. Хорошо, что уже эта попытка оказалась ‘успешной 
в отношении выявления возможности повышения надеж- 
ности действия системы. Вероятно, существуют и другие 
методы построения системы дублированпых компонентов, 
доставляющие ту же степень надежности при меньшем числе 
таких компонентов, Другими словами, в технике предупреж- 
дения ошибок систем автоматического регулирования зало- 
жено лишь начало. Еще не существует решения этой задачи, 
пригодного для использования в технике автоматического 
регулирования. 
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ЕМСІ МЕЕВ! М6 СҮВЕЕМЕТІ СЅ 

ТЕХЙЧЕСКАЯ КИЪЕРНЕТИКА 

ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 
ВВЕДЕНИЕ 

МЕТОД ПРЕОЪРАЭОВАНИЯ ЛАПЛАСА 

ВХОДНАЯ ВЫХОДНАЯ И ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЧИИ 
АВТОНОМНОЕ РЕГУЛИРОВАНИЕ 

СЛЕДЯЩИЕ СИСТЕМЫ ПРЕРЫВИСТОГО ДЕЙСТВИЯ 
РЕЛЕЙНЫЕ СЛЕДЯЩИЕ СИСТЕМЫ! 

РАСЧЕТ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ НА 
НОВЕ ТЕОРИИ ВОЭМУЩЕНИЙ 

ЭКСТРЕМАЛЪНОЕ РЕГУЛИРОВАНИЕ 
УЛЪТРАУСТОЙЧИВОСТЪ И МУЛЪТИУСТОЙЧИВОСТЬ 
ПРЕДУЛРЕЖДЕНИЕ ОШИЪОК В СИСТЕМАХ 
ДОПОЛНИТЕЛЬНАЯ ЛИТЕРАТУРА 
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